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Einleitung

Einleitung

Diese Arbeit wurde im Rahmen der Prifungsordnung des Bachelorstudiengangs
Technische Physik der Technischen Universitat lImenau verfasst. Die an der
Hochschule vermittelten theoretischen Grundlagen und die Kenntnisse des
Bachelorstudiums sollen in dieser wissenschaftlichen Arbeit angewandt werden.

Die Arbeit ist das Ergebnis einer Studie am Fraunhofer-Institut fir Kurzzeit-
dynamik, Ernst-Mach-Institut, EMI, in Freiburg. Das EMI ist ein Institut der
Fraunhofer-Gesellschaft (FhG). Die FhG betreibt angewandte Forschung zum
direkten Nutzen fir Unternehmen und zum Vorteil der Gesellschaft. Vertrags-
partner und Auftraggeber sind Industrie- und Dienstleistungsunternehmen
sowie die 6ffentliche Hand. Das Ernst-Mach-Institut befasst sich mit
physikalisch-technischen Aspekten schnell ablaufender, mechanischer und
fluiddynamischer Vorgange und hat seine Aufgabenschwerpunkte in den
Bereichen Sicherheit, Verteidigung, Raumfahrt und Verkehr.

Ein Schwerpunkt der Arbeit in der Gruppe Raumfahrttechnologie am
Fraunhofer EMI stellen experimentelle Untersuchungen zur Wirkung von
Weltraummdll und Mikrometeoroiden auf Raumfahrzeuge und deren
Komponenten dar (1). Hierzu betreibt das Fraunhofer EMI mehrere zweistufige
Leichtgasbeschleuniger, mit denen millimetergro3e Partikel auf orbitale
Geschwindigkeiten von Uber 9 Kilometern in der Sekunde beschleunigt werden
kénnen.

Die Beschleunigung in solchen Leichtgasbeschleunigern erfolgt mittels eines
extrem komprimierten Wasserstoffgases. Fur das Verstandnis und die
Optimierung des Beschleunigungsprozesses ist ein detailliertes Wissen Uber den
thermodynamischen Zustand des Wasserstoffgases wahrend des Beschleuni-
gungsprozesses erforderlich.

Hildisch untersucht und vergleicht in (2) verschiedene Methoden zur Messung
von ZustandsgroBen zur Bestimmung der Dichte, des Druckes und der
Temperatur. Diese Messverfahren sollen an einem zweistufigen Leichtgas-
beschleuniger Anwendung finden, der am Fraunhofer EMI zur experimentellen
Simulation von Impaktvorgangen verwendet wird. Hauptkriterium ist eine
maoglichst hohe zeitliche Auflosung der Messverfahren, um die Vorgange, die
wahrend des Abschusses stattfinden, genau verfolgen zu kénnen. Diese laufen
innerhalb weniger Mikrosekunden ab.
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Einleitung

Der Druck kann mit einem kommerziell erhaltlichen Piezodrucksensor bestimmt
werden. Zur Bestimmung der Dichte erflllt nach Hildisch (2) vor allem ein
Messverfahren die notigen Anforderungen an die zeitliche Auflésung und die
Genauigkeit der Messergebnisse. Bei diesem Verfahren wird die Dichte Uber die
optische Weglangenanderung eines Laserstrahls bestimmt, der durch das sich
verdichtende Medium (hier Wasserstoff) lauft.

Ziel ist es, neben Dichte und Druck auBerdem die Temperatur und
Schallgeschwindigkeit zu ermitteln. Die Kenntnisse, die aus solchen Daten
gewonnen werden, kénnen zur Verbesserung bzw. zur Entwicklung
leistungsstarkerer Leichtgasbeschleuniger genutzt werden. Es sei angemerkt,
dass derartige Daten flr Leichtgasbeschleuniger noch nicht existieren. Nach
den Arbeiten von Jan Hildisch (2) ist die Messung weiterer GroBen mit einem
erheblichem Aufwand verbunden. Sinnvoller erscheint daher, solche GroBRen
mithilfe einer Zustandsgleichung aus den beiden gemessenen GroBen Druck
und Dichte zu bestimmen. Hierflr wird eine Zustandsgleichung bendtigt, die
einen maglichst groBen Gultigkeitsbereich bis 2 GPa besitzt. Mithilfe einer
solchen Zustandsgleichung kénnen dann die Temperatur, Schallgeschwindig-
keit und weitere relevante GroBen bestimmt werden.

An dieser Stelle mochte ich mich insbesondere bei Robin Putzar fur seine
tatkraftige Unterstltzung wahrend der Entstehung dieser Arbeit bedanken.
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Ziel der Bachelorarbeit

2 Ziel der Bachelorarbeit

Ziel dieser Bachelorarbeit ist die Bestimmung verschiedener thermodynamischer
GroBen von Wasserstoff in einem Leichtgasbeschleuniger (LG-Beschleuniger). In
einem solchen Beschleuniger kommt es zu einer starken Verdichtung des Gases
in die GréBenordnung von 100 kg/m3 innerhalb weniger 100 us, wobei genaue
Werte bisher nicht bekannt sind. Eine genaue Messung thermodynamischer
GroBen in einem so kleinen Zeitfenster erweist sich als schwierig.

Im Rahmen einer friiheren Arbeit (2) stellte sich heraus, dass experimentell nur
der Druck und die Dichte ohne zu groBBen Aufwand bestimmbar sind, wobei
der Druck Uber einen gewodhnlichen Piezodrucksensor gemessen werden kann.
Die Dichte muss Uber ein bisher weniger etabliertes optisches Verfahren
bestimmt werden. Ein erstes Konzept des Messaufbaus wurde im Rahmen eines
Praktikums vorbereitet und Testversuche an einer mit Wasserstoff gefullten
Probedruckkammer wurden durchgefihrt.

In Anbetracht dieser Tatsache mUssen weitere gesuchte GréBen wie die
Schallgeschwindigkeit cs oder die Temperatur Uber eine geeignete
Zustandsgleichung aus den bestimmbaren GroBen berechnet werden.

Diese Arbeit teilt sich daher in 3 Haupthemen. Das erste Hauptthema behandelt
die Messung der Dichte und des Druckes, dass zweite die Zustandsgleichung
von Wasserstoff und deren Berechnung. Im letzten Kapitel werden die
Ergebnisse aus den beiden ersten Hauptthemen kombiniert, um weitere
Eigenschaften des Wasserstoffgases im Leichtgasbeschleuniger zu ermitteln.

Fraunhofer EMI 8
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Theoretische Grundlagen

3 Theoretische Grundlagen

3.1 Leichtgasbeschleuniger

Viele Beschleunigerkonzepte, wie etwa herkdmmliche Kanonen und Gewehre,
wie sie auch das Militar nutzt, verwenden als Treibgas die Abbrandprodukte
eines Treibladungspulvers. Die Geschwindigkeit, mit der derartige »Beschleuni-
ger« Projektile verschieBen kdnnen, ist unter anderem durch die maximale
Ausbreitungsgeschwindigkeit des Treibgases begrenzt. Treibladungspulver
bestehen im Wesentlichen aus Nitrozellulose. Die Produkte beim Abbrand sind
(im Wesentlichen) CO,, CO, H,0, N,. Davon ist CO, das schwerste Molekul mit
ca. 44 u (3). Damit ist das Treibgas im Verhaltnis zu anderen Gasen trage und
die Projektilgeschwindigkeit auf etwa 3000 m/s begrenzt (4).

Es bietet sich also an, das Treibgas durch ein leichteres Gas, etwa Wasserstoff
auszutauschen. Wasserstoff als leichtestes, technisch verfligbares Gas hat eine
Molekllmasse von nur 2,002 u (3). Damit lassen sich nun sehr viel hdhere
Geschwindigkeiten von im Regelbetrieb bis etwa 8 km/s erreichen. Solch hohe
Geschwindigkeiten sind notwendig, um beispielsweise die Einschlage von
Weltraumschrott auf Satellitenteile zu simulieren (1). Weltraumschrott, der die
Erde im niedrigen Erdorbit umkreist, hat Orbitalgeschwindigkeiten von etwa
7,5 km/s (5).

Aufgrund ihrer hohen Geschwindigkeit sind auch kleine Meteoroiden eine
standige Gefahr flr die Raumfahrt. Es ist daher notwendig, die Auswirkung von
Einschlagen solcher Asteroiden naher zu untersuchen. Abbildung 1 gibt eine
ungefdhre Vorstellung von der Anzahl an Mikroasteroiden, die unsere Erde
umkreisen.
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Objektdurc:"hméser 0,1 mm Objektdurchmeser 1 mm

Objektdurchmeser 1 cm Objektdurchmeser 5 cm

Abbildung 1: Die TU Braunschweig beschaftigt sich mit der Modellierung der Teilchenumgebung im Erdorbit
und hat das beste Modell dazu entwickelt. Die Bilder in dieser Abbildung stammen von der TU Braunschweig
und veranschaulichen die Teilchendichte flr verschiedene TeilchengréBen. © TU Braunschweig.

Der Aufbau eines Leichtgasbeschleunigers besteht im Wesentlichen aus dem
Treibrohr und einem Lauf. Das Treibrohr sogenannter zweistufiger Leichtgas-
beschleuniger ist in zwei Abschnitte geteilt, die durch einen beweglichen
Kolben voneinander getrennt sind. In der ersten Stufe befindet sich ein Treib-
ladungspulver, das beim Abbrennen den Kolben beschleunigt. Dieser wiederum
komprimiert das sich im Pumprohr des Leichtgasbeschleunigers befindliche
Wasserstoffgas. Das Ende dieses zweiten Abschnittes und der Lauf, in dem sich
das Projektil befindet, sind haufig durch eine Membran voneinander getrennt.
Ab einem gewissen Druck birst diese Membran auf, und das Gas dehnt sich in
Richtung des Laufs aus, wobei das Projektil durch den entstehenden Gasstrom
beschleunigt wird.

Die Leistungsfahigkeit derartiger Leichtgasbeschleuniger hangt von
verschiedenen Faktoren ab. Einige dieser Faktoren sind die Menge an
Treibladungspulver, die Masse des Projektils, die Dicke der Membran und der
Leichtgasdruck im Pumprohr. Aufgrund des hohen VerschleiBes werden die
Grenzen solcher Beschleuniger selten ausgereizt.

Fraunhofer EMI 1 O
Bericht A 01/15



Theoretische Grundlagen

Abbildung 2: Zu sehen ist das Konzept eines zweistufigen Leichtgasbeschleunigers. In dem rot umkreisten
Bereich befindet sich bei uns das Kopplungsttick, in das die Messsensorik eingebaut ist. Quelle Bild: (6)

Bisher experimentell weitgehend unerforscht ist das Verhalten des Wasser-
stoffgases wahrend dieses Kompressions- und Expansionsvorganges in einem
Leichtgasbeschleuniger. Das hangt auch mit der Schwierigkeit zusammen,
innerhalb des sehr kurzen Zeitintervalls von ca. 500 us, in dem dieser Vorgang
stattfindet, entsprechende GréBen, die das Verhalten des Gases beschreiben,
zu messen. Es zeigt sich, dass lediglich der Druck auf einfache Art und Weise
(der Druck des Treibgases in Leichtgasbeschleunigern wurde auch schon im
Zusammenhang mit anderen Arbeiten gemessen) (7) zu messen ist.

In dieser Arbeit wird erstmals auch die Dichte des Treibgases in einem
Leichtgasbeschleuniger experimentell bestimmt. Dazu bedarf es eines weniger
etablierten Messverfahrens, das sich den Zusammenhang zwischen
makroskopischer Dielektrizitdtszahl und Dichte in der Clausius-Mosotti-
Gleichung zunutze macht (2).

3.1.1 Das Konzept der Twingun

Die in dieser Arbeit behandelten Versuche wurden an einem neuartigen
Leichtgasbeschleuniger, der Twingun durchgefihrt. Im Unterschied zu
normalen zweistufigen Leichtgasbeschleunigern besteht die Twingun aus zwei
separierten ersten Stufen, die erst kurz vor dem Lauf zusammengefuhrt
werden.

Die beiden ersten Stufen und der Lauf sind hier durch ein separates Bauteil, das
sogenannte Kopplungsstiick, miteinander verbunden. In diesem befinden sich
eine Bohrung zur Implementierung eines Drucksensors sowie eine durchgehen-
de Bohrung, die von beiden Seiten mit Saphirglasern abgeschlossen ist. Dieser
Durchgang ermdéglicht es, einen Laser durch das Kopplungsstiick zu schicken,
der hier zur Messung der Dichte des sich darin befindlichen Wasserstoffgases
eingesetzt wird.

Fraunhofer EMI 1 1
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Abbildung 3: In dieser Abbildung ist der Teil des Leichtgasbeschleunigers zu sehen, in dem sich das
Kopplungsstlick mit der Sensorik befindet. Im Hintergrund des Bildes ist die Messapparatur zur Bestimmung
der Dichtednderung zu sehen. Im Vordergrund sieht man den kleinen runden Spiegel, der den Laserstrahl
zuriick auf die andere Seite durch das Kopplungsstiick hindurch schickt. © Fraunhofer EMI.

3.2  Eigenschaften von Wasserstoff
Wasserstoff ist das einfachste und daher am besten untersuchte Element.

Das am haufigsten vorkommende Isotop des Wasserstoffs ist *H, also
Wasserstoff, dessen Kern lediglich aus einem Proton besteht. Die naturliche
Haufigkeit liegt bei 99,98857 % (8). AuBerdem existieren noch zwei weitere
natirlich vorkommende Isotope 2H (natirliche Haufigkeit 0,01157%) und 3H
(natirliche Haufigkeit 10715 %) (8), die wegen ihrer Seltenheit im weiteren
Verlauf dieser Arbeit als Bestandteile des naturlich vorkommenden
Wasserstoffgases vernachlassigt werden.

Atomarer Wasserstoff hat wegen des einzelnen Kernprotons einen Kernspin
1 . . . . . 1 1 .
von !l =~ und damit die zwei Spinausrichtungen s = P Fur molekularen

Wasserstoff H, ergeben sich damit die zwei Spinzustande 1 und 0. Sind die
einzelnen Kernspins parallel zueinander (I = 1), so spricht man von Ortho-

Fraunhofer EMI 1 2
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Theoretische Grundlagen

Wasserstoff. Sind die Spins hingegen antiparallel ausgerichtet (I = 0), spricht
man von Para-Wasserstoff (9).

Zwischen diesen beiden Sorten stellt sich abhangig von den duBeren
Bedingungen ein Gleichgewicht ein. Wobei das Gleichgewicht bei tiefen
Temperaturen auf Seiten des Para-Wasserstoffs liegt, da hier lediglich ein
Zustand mdglich ist (§ — 0). Unter Standard-Bedingungen liegen ca. 25 % in
Para-Stellung, 75 % in Ortho-Stellung vor (9). Der Spinzustand der Wasserstoff-
kerne hat Auswirkungen auf das Wechselwirkungspotential und die Disso-
ziationsenergie des Wasserstoffmolekls. Vor allem die Schallgeschwindigkeit
und die spezifische Warmekapazitat hangen von dem Para-Ortho-Verhaltnis ab
(10). Im in dieser Arbeit betrachteten Temperaturbereich sind Abweichungen
des Para-Ortho-Verhaltnisses vom Standardzustand von keinem Interesse, da
diese erst bei sehr viel niedrigeren Temperaturen auftreten (10). Bei
Temperaturen ab etwa 500 K sind die Eigenschaften von reinem Para-
Wasserstoff und Normal-Wasserstoff sehr ghnlich (10). Reiner Ortho-
Wasserstoff kommt in natdrlicher Form nicht vor.

Molekularer Wasserstoff wird bei einer Energie von 436,002 kJ/mol (11) in
atomaren Wasserstoff zerlegt, diesen Vorgang nennt man auch Dissoziation.
Juranek (12) hat in seiner Arbeit von 2004 eine Zustandsgleichung fur
Wasserstoff entwickelt, die Uber verschiedene Phasen hin Gltigkeit besitzt.
Unter anderem wurde dabei der Dissoziationsgrad in Abhangigkeit von der
Temperatur und Dichte bestimmt.

Interessant im Zusammenhang mit dieser Arbeit ist der Zustand von
Wasserstoff bei Temperaturen von 300 K — 1700 K und Dichten bis etwa
120 kg/m3.

Fraunhofer EMI 1 3
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Abbildung 4: Die Abbildung zeigt den Dissoziationsgrad von Wasserstoff Giber der Dichte fur die
Temperaturen 1000 K und 1700 K. Wie anhand der Abbildung zu sehen ist, setzt die Dissoziation erst ab
1700 K Uberhaupt sichtbar ein, bleibt aber auch hier sehr gering. Die Werte stammen aus den Arbeiten von
Juranek et al. (12).

Wie Abbildung 4 zeigt, ist der Dissoziationsgrad in dem von uns betrachteten
Bereich verschwindend gering, sodass dieser vernachlassigt werden kann.

Die Anregungsenergien des Wasserstoffatoms liegen im Bereich von

10719 J/Atom (13). Die angeregten Elektronenzustande leisten daher nur bei
sehr hohen Temperaturen (mehr als 10 000 K) einen nicht zu
vernachlassigenden Beitrag zu den thermodynamischen Eigenschaften. Wir
betrachten Wasserstoff nur bis zu einer Temperatur von etwa 1700 K.

Bei sehr hohen Dichten um 1000% tritt der Effekt der Druckionisation auf,
diesen mussen wir im hier betrachteten Bereich ebenfalls nicht beachten (12).

Fraunhofer EMI
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3.3 Reprasentative Experimente zu den Eigenschaften von Wasserstoff bei hohen
Driicken

Es wurden bereits einige Experimente zum Verhalten von Wasserstoff bei
hohen Drucken und Temperaturen durchgefiihrt. Dabei muss zwischen
statischen und dynamischen Experimenten unterschieden werden. In statischen
Experimenten wird die Probe in einem ausgedehnten Zeitraum einem
konstanten Druck ausgesetzt. Bei der dynamischen Methode bleibt der Druck
nicht konstant, sondern andert sich innerhalb kirzester Zeit stark (12). Die
Kompression des Wasserstoffgases im Leichtgasbeschleuniger stellt also ein
dynamisches Verfahren dar. Eine statische Methode ist beispielsweise die, bei
der die Probe zwischen zwei Diamanten zusammengedrickt wird. Die Silvera
Group der Harvard University geht nach diesem Verfahren vor, um metallischen
Wasserstoff zu erzeugen (14).

Das Interesse an derartigen Experimenten ist vor allem in der Astrophysik grof3,
da die Ergebnisse solcher Experimente der Beschreibung von Gasplaneten und
Sonnen dienen, die gréBtenteils aus Wasserstoff bestehen und in deren Inneren
hohe Driicke und Temperaturen auftreten. Aber auch in der Fahrzeugindustrie,
der Chemieindustrie und bei der Erforschung erneuerbarer Energien ist man an
den Eigenschaften von Wasserstoff interessiert, um z.B. neue Verfahren der
Wasserstoffspeicherung zu entwickeln.

Ist man an dem dynamischen Verhalten von Wasserstoff interessiert, so stehen
derzeit hauptsachlich zwei Methoden zur Verfligung. Erstens die StoBkom-
pression, wie sie im Zuge dieser Arbeit zur Anwendung kommt, oder zweitens
die schlagartige Kompression durch das Zusammenziehen eines Hohlleiters
durch ein Magnetfeld, welches durch einen starken Strom erzeugt wird, der
den Hohlleiter durchflieBt (12). Fir letzteres Experiment wurde in einem
Kondensator im Sandia National Laboratory eine Energie von 230 TW
gespeichert, die dann einen sehr hohen Strom mit entsprechendem Magnetfeld
erzeugt (15). Die Entladung zeigt sich in sehr eindrucksvollen Bildern, siehe
Abbildung 5.

Fraunhofer EMI 1 5
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Abbildung 5: Die Z-Maschine im Sandia National Laboratory speichert bis zu 230 TW an Energie. Diese wird
in einen mit Wasserstoff geflllten Hohlleiter geleitet, der sich durch das starke entstehende Magnetfeld
zusammenzieht und das Gas komprimiert. Quelle Bild: (16)

Vergleichbare Kompressionen im dynamischen Experiment erreichte man
lediglich im Nova-Laserexperiment (17), bei dem ein Laser auf eine Aluminium-
platte gerichtet wurde. Durch die extreme Energie des Lasers wurde die Platte
derart erhitzt, dass die herausschieBenden Atome den Aluminiumblock wie ein
Triebwerk beschleunigten, der daraufhin das Gas verdichtete und einen Druck
von 1 Mbar erzeugte.

Beide Experimente sind Extremfalle, deren Ergebnisse vor allem fir die
Astrophysik von Interesse sind. In unserem Fall werden sehr viel geringere
Dricke und Dichten erwartet.

Fraunhofer EMI 1 6
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4 Messung der Dichte

4.1 Allgemeines

Die Bestimmung der thermodynamischen Eigenschaften des Treibgases in
einem Leichtgasbeschleuniger ist eine herausfordernde Aufgabe, da hohe
Anforderungen an die Messapparatur gestellt werden. Ein Leichtgasbeschleuni-
ger, wie er am EMI in Freiburg steht, komprimiert das Treibgas, sei es Helium
oder Wasserstoff, innerhalb von weniger als 500 ps auf das 1000-fache. Bei
diesem Vorgang kommt es zudem zu Temperaturschwankungen bis weit Gber
1000 K.

Die Messapparatur muss daher widerstandsfahig gegen hohe Druck- und
Temperatureinflisse sein und zudem eine hohe zeitliche Auflésung besitzen.
Ein Piezodrucksensor erfillt diese Bedingungen und eignet sich daher gut zur
Bestimmung des Druckes in einem LG-Beschleuniger.

J. Hildisch (2) hat sich in einem friheren Bericht mit verschiedenen Methoden
zur Messung der Temperatur und der Dichte beschaftigt. Hier werden nun kurz
die im Bericht vorgeschlagenen Methoden erwahnt.

Die Machbarkeitspriifung in (2) zeigt, dass die Messung der Temperatur Gber
die Detektion von Warmestrahlung ungeeignet ist. Auch die Verwendung eines
Pyrometers ist zu verwerfen, da hier die strahlende Flache bekannt sein muss.
Diese ist bei einem Gas aber nicht einfach bestimmbar. Die Ermittlung mittels
spektroskopischer Verfahren ist Gber die Aufnahme von Rotationspektren
maoglich. Hier wird die nétige zeitliche Auflosung nicht erreicht. Besser geeignet
ist die Messung des Raman-Schwingungsspektrums oder eine Messung auf
Basis koharenter Anti-Stokes-Raman-Streuung. Hier ist der experimentelle
Aufwand zu hoch, sodass alle untersuchten Methoden zur Bestimmung der
Temperatur ungeeignet sind.

Eine einfachere Methode bietet sich bei der Messung der Dichte an. Es zeigt
sich, dass die Clausius-Mosotti-Gleichung (18), die einen Zusammenhang
zwischen der Permittivitat, der Polarisierbarkeit und der Dichte darstellt, in
guter Ubereinstimmung mit experimentellen Erkenntnissen steht. Es bietet sich
daher an, ein Messverfahren zu verwenden, mittels dem die Permittivitat oder
aber der Brechungsindex des Treibgases bestimmt werden kann.

Fraunhofer EMI 1 7
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Messung der Dichte

4.2 Das Messverfahren

Die Clausius-Mosotti-Gleichung hat die folgende Form:

&—1M Ny
& +2p _3€Oa

4.1

Dabei ist M die molare Masse, a die Polarisierbarkeit des Gases, g, die
elektrische Feldkonstante, ¢, die Permittivitat des Gases, p die Dichte des Gases
und N,die Avogadrozahl. Die Polarisierbarkeit von H, liegt bei a = 9,09 -

10~41 % (19). Es sollte darauf geachtet werden, dass in der Literatur a nicht
einheitlich im selben Einheitensystem verwendet wird. So st6Bt man haufig auf
a in Einheiten von m3. Dabei handelt es sich um a in Einheiten von % geteilt
durch4me,, also:a' =a/(4mep).

Wenn die magnetische Permeabilitat u,- mit 1 gendhert wird, kann mit
n? = g,.u,, wobei n er Brechungsindex ist, die obige Gleichung umgeformt
werden zu:

n>—1M N,
n2+2p_3£0a

4.2

Es muss also lediglich die Anderung des Brechungsindexes gemessen werden,
um den Dichteverlauf im Treibgas ermitteln zu kénnen.

Zur Bestimmung der Anderung des Brechungsindexes eignet sich hier ein
einfaches Michelson-Interferometer. Dieses bringt zwei Laserstrahlen zur
Interferenz, wodurch ein Interferenzmuster entsteht. Je nach Gangunterschied
der beiden Strahlen, der z.B. durch die Anderung des vom einen Laserstrahl
zurlickgelegten Weges, oder aber auch durch Anderungen der Eigenschaften
des durchleuchteten Mediums variieren kann, verschieben sich die
Interferenzstreifen im Interferenzmuster.

Die optische Weglangenanderung steht mit dem Gangunterschied der beiden
Laserstrahlen wie folgt in Beziehung:

z:l=(Mm—ny) -1 43

Dabei ist z - A der Gangunterschied der beiden Laserstrahlen. Bei ganzzahligen z
haben sich die Interferenzstreifen um z Interferenzmaxima verschoben. Wird
die Verschiebung wahrend des Kompressionsvorgangs gemessen, so kann

Fraunhofer EMI 1 8
Bericht A 01/15



Messung der Dichte

daraus mit bekannter Wellenlange des Lasers die Brechungsindexanderung
bestimmt werden.

Da sich die Wellenlange des Lasers im Medium mit der Dichte andert, ist es von
Vorteil, die obige Gleichung in Abhdngigkeit von der Laserfrequenz zu
formulieren. Eine kurze Umformung liefert:

+z-A - c Co
n=n — Ml = [
Tl T fuewe from
0
> n=ng+ 4.4
7 fin-1
Co' 2
= nl-nyn———=0

Man erhalt zwei mogliche Losungen fur n:

. . Y
n1=1 _\/4 o z+f-1 n0+n0 45
2 [f-1

. . ]2
n2=1 \/4 o z+f-1 n0+n0 46
2 /f'l

Nach kurzer Rechnung zeigt sich, dass n; physikalisch nicht sinnvolle (negative)
Werte, n, hingegen korrekte Ergebnisse liefert.

4.3  Der experimentelle Aufbau

Der Messapparat besteht hauptsachlich aus einem Michelson-Interferometer.
Fur die Implementierung des Interferometers als Messgerat in den Leichtgas-
beschleuniger wurde das Kopplungssttick des Leichtgasbeschleunigers — das ist
jenes Bauteil, in dem die Kanale der Kolben zusammengefihrt werden — mit
einem Fenster versehen. Einer der beiden am Strahlteiler entstehenden Laser-
strahlen wird durch dieses Fenster geschickt, sodass sich dessen Gangunter-
schied zum zweiten Strahl mit der Dichte des Treibgases im Verlaufe des
Versuches andert.

Um einen ungehinderten Durchgang fur den Laserstrahl zu ermdglichen, wurde
ein Kanal von 4 mm Durchmesser in besagtes Kopplungsstlick eingearbeitet.
Zum VerschlieBen wurden 4 mm dicke Saphirgldser eingesetzt, die Dricken bis
ca. 5000 bar standhalten. Die beiden Strahlen werden nach dem Durchgang
des einen Strahls durch das Kopplungsstlck zur Interferenz gebracht. Die
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Verschiebung des Interferenzmusters wird mithilfe einer Photodiode
aufgezeichnet.

Im Laufe des Abschussvorgangs wird das Treibgas bis zu einem Maximalwert
zusammengepresst, um sich im Anschluss wieder auszudehnen. Das hier
vorgestellte Messverfahren bringt es mit sich, dass das Vorzeichen, mit dem
sich der Brechungsindex andert, nicht einfach bestimmt werden kann. Der
Einsatz einer einzelnen ortsfesten Photodiode wirde lediglich die Intensitats-
anderung durch die Verschiebung des Interferenzmusters an einem Ort
messbar machen, nicht aber die Richtung dieser Verschiebung. Diese ist fur die
Auswertung von Bedeutung, um zwischen Dichteanstieg und Dichteabfall
unterscheiden zu kénnen.

Abhilfe verschafft der Einsatz zweier Photodioden, die die Lichtintensitats-
anderung an unterschiedlichen Orten entlang des Interferenzmusters messen.
Uber den Phasenunterschied der von den beiden Dioden aufgezeichneten
Signale kann nun eine Richtungsanderung der Verschiebung ermittelt werden.
Sichtbar ist diese Anderung durch eine Umkehr der Phasenverschiebung.

Entscheidend fur die Funktionalitat einer solchen Messapparatur ist die Wahl
geeigneter Photodioden. Diese missen sowohl empfindlich genug sein, um die
Intensitatsanderung zu registrieren, als auch eine hohe zeitliche Auflésung
ermoglichen. Eigens durchgefihrten Berechnungen zufolge mussen bei einem
Druckanstieg von 1 bar auf 10 000 bar ca. 14 000 Peaks gemessen werden. Bei
einer ungefahren Dauer des Kompressions- und Expansionsvorgangs von

400 us im Kopfstiick des Leichtgasbeschleunigers findet daher eine
Verschiebung des Interferenzmusters um den Abstand zweier benachbarter
Maxima ca. alle 28 ns statt. Dies ist lediglich eine grobe Abschatzung, bei der
ein linearer Druckanstieg und Abfall angenommen wurde. Dies ist im
Experiment nicht der Fall. Derartige Anforderungen werden am ehesten von
einer Avalanche-Photodiode erfllt.

Die Empfindlichkeit hinsichtlich der Strahlungsintensitat ist abhangig vom
verwendeten Laser zu wahlen. Hier wurde ein 800-ulW-Laser mit einer
Wellenlange von 632,8 nm verwendet. Eine erhebliche Abschwachung der
Leistung des Lasers durch die Spiegel und Linsen im Versuchsaufbau ist zu
berUcksichtigen.

Um die Verschiebungsrichtung des Interferenzmusters zu bestimmen, eignet
sich am besten ein Photodiodenarray. Aus kostentechnischen Grinden sowie
der zur Verfligung stehenden Entwicklungszeit wurde hier auf den Einsatz
zweier Photodiodenmodule gesetzt. Aufgrund der GroBe der verwendeten
Photodioden war es nicht mdglich, die Dioden nebeneinander zu platzieren, da
in diesem Fall das Interferenzmuster derart hatte vergréBert werden mussen,
dass die Lichtintensitat, die auf die aktive Flache der Dioden gelange, nicht
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mehr ausreichend ware. Daher wurde der Laserstrahl nach dem Zusammen-
fihren der zuvor getrennten Strahlen erneut aufgespalten. Um einen
Intensitatsverlust zu vermeiden, kam kein Strahlteiler, sondern ein Spiegel mit
90°-Kante zum Einsatz.

Der fertige Aufbau, so wie er hier zum Einsatz kam, ist in Abbildung 6 zu
sehen.

Die verwendeten Photodioden haben eine aktive Flache vom Durchmesser
500 um. Die Anstiegszeit liegt bei lediglich 0.5 ns, allerdings wird dieser Wert in
der Praxis durch die Verstarkertechnik verschlechtert.

Abbildung 6: Die obige Abbildung zeigt den Versuchsaufbau, wie er am LG-Beschleuniger aufgebaut wurde.
Oben rechts im Bild ist das Hochdruckteil des LG-Beschleunigers (8) zu sehen, sowie links der Ubergang Gber
das Kopplungsstiick(5) in den Lauf (7). Unten im Bild steht das Michelson-Interferometer, bestehend aus dem
Laser (1), der Spiegelanordnung (5), einem Strahlteilerwirfel (4), einer Linse zum Weiten des Laserstrahls (6),
einem 90°-Winkel-Spiegel (3) und den zwei Photodiodenmodulen (2). © Fraunhofer EMI.
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Abbildung 7: Die Photodiode in ihrer Haltevorrichtung. In der Mitte ist die 0,5 mm groBe aktive Flache zu
sehen, auf die der Interferenzstreifen fokussiert wird. ©Fraunhofer EMI.

4.3.1 Schwingungsmessung

Bei dem Betrieb eines Leichtgasbeschleunigers wirken Krafte, die die
Messapparatur zum Schwingen bringen. Entscheidend ist daher die Antwort
auf die Frage, ob sich bzw. wie stark sich diese Schwingungen auf das
Messergebnis auswirken werden.

Zu diesem Zweck wurde die Messapparatur am Leichtgasbeschleuniger
aufgebaut, ohne dass einer der am Strahlteiler entstandenen Strahlen durch
das Kopplungsstiick geftihrt wurde. Auf diese Weise beinhaltet das von den
Dioden aufgenommene Signal beim Abschuss des Beschleunigers lediglich die
Verschiebung des Interferenzmusters, die durch die Schwingung des
Messaufbaus verursacht wurde.

Die Ergebnisse dieser Messung, die in Abbildung 8 dargestellt ist, lassen eine
allzu groBBe Verfalschung des Messsignals durch Schwebungen mit dem durch
die Schwingungen verursachten Verschiebungen des Interferenzmusters
ausschlieBen, da diese zwar im Zeitraum des Druckanstiegs registriert werden,
dabei aber von einer sehr viel geringeren Frequenz sind als das zu diesem
Zeitpunkt zu erwartende Signal aufgrund von Dichteanderungen im zu
untersuchenden Wasserstoffgas.
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Abbildung 8: Zu sehen ist das Ergebnis der Schwingungsmessung zusammen mit der Druckkurve. Im Bereich
des starken Druckanstieges kommt es zur Oszillation des Photodiodensignals. Die Frequenz ist um mehrere
GroBenordnungen kleiner als die zu erwartende Frequenz der Oszillation durch die Dichtednderung des
Gases. Es sollten daher keine Probleme mit der spateren Auswertung in diesem Zusammenhang auftreten.

4.4  Messergebnisse

Der Druck wurde mittels eines Piezodrucksensors ermittelt. Abbildung 9 zeigt
den Druckverlauf eines ausgewahlten Versuches (Nr. 203).

Der Druck steigt in diesem Versuch innerhalb etwa 0,5 ms auf 4200 bar an. Das
Messsignal der Photodioden ist in Abbildung 10 zu sehen.

Das Signal der Dioden ist zu Beginn wie erwartet. Bei ca. 0,8 ms wird der erste
Peak gemessen. Mit der Beschleunigung des Druckanstieges steigt auch die
Frequenz, mit der die Diode die Verschiebung des Interferenzmusters misst. Bei
etwa 2 ms wird die Amplitude des Diodensignals stark abgeschwacht, kommt
dann kurz auf die urspriingliche Signalstarke zurtick, um dann bei 2,2 ms
komplett zu verschwinden.

Es wurden noch weitere Versuche mit qualitativ vergleichbaren Ergebnissen
durchgefihrt.

Fraunhofer EMI
Bericht A 01/15 23



Messung der Dichte

Druck 203
5000 T .
—— Druck

4000+ | 1
|
3000+ |
|

2000r |

Druck in bar

1000 f

-1000 - 3 4 5
Zeitin s X 1073

Abbildung 9: Zu sehen ist die mit dem Piezodrucksensor aufgenommene Druckanderung im Kopplungsstick
des LG-Beschleunigers. Es zeigt sich, dass der Prozess der Kompression und anschlieBender Expansion des

Gases innerhalb etwa 1 ms stattfindet.
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Abbildung 10: Diese Abbildung zeigt das Signal einer der beiden Photodioden. Ab etwa 2 ms wird das Signal
gestort. Zwischen 2,25 ms und 2,8 ms ist kein Signal vorhanden.
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4.5 Auswertung der Messergebnisse

Die Messdaten wurden entsprechend dem in Abschnitt 4.2 »Messverfahren«
dargelegten Weg ausgewertet. Dabei wurde von einer stetig steigenden Dichte
ausgegangen, da die Phasendifferenz der beiden Diodensignale nicht konstant
war und sich somit nicht zur Bestimmung des Vorzeichens der Dichteanderung
eignete.

Um aus dem Signal der Diode die Anderung des Brechungsindexes zu
bestimmen, muss zunachst die Verschiebung des Interferenzmusters ermittelt
werden. Je nachdem, welche zeitliche Auflésung fur den Verlauf der Dichte
verlangt wird, kann das Signal fur verschiedene Amplituden ausgewertet
werden. Fur unsere Zwecke reicht es aus, lediglich den zeitlichen Verlauf der
Peaks zu bestimmen, da alles andere mit unnétig hohem Rechenaufwand
verbunden ware und die zeitliche Auflésung auch so hoch ist.

Samtliche Rechnungen in dieser Arbeit wurden mit Matlab durchgefihrt. Die
entsprechenden Skripte befinden sich im Anhang.

Fur die Auswertung des Diodensignals wurde dieses zunachst mit dem in
Matlab implementierten Butterworth-Filter gefiltert. Die Parameter des Filters
wurden je nach Aussehen des Signals angepasst. Es ist zu beachten, dass sich
die Frequenz des Signals im zeitlichen Verlauf stark andert.

Um die Peaks zu finden, gibt es nun verschiedene Méglichkeiten. Die
herkdmmlichen Peakfinding-Funktionen, wie sie etwa auch Origin anbietet,
sind fur unseren Fall nicht ideal, da das Signal hier nur abschnittsweise
ausgewertet werden kann. Auch eine Ermittlung Uber eine Fourieranalyse ist
eher aufwendig. Grund dafir ist die schnelle Anderung der Frequenz, mit der
die Peaks auftreten. Es wurde daher ein einfacher Algorithmus angewandt, der
hier gute Ergebnisse liefert. Dabei wird das Signal zunachst vereinfacht, indem
lediglich benachbarte Punkte, die einen minimalen Abstand bezlglich der
Amplitude voneinander haben, bericksichtigt wurden. Der Parameter, der den
minimalen Abstand bestimmt, sollte von Signal zu Signal angepasst werden.
Dadurch wird das Rauschen nochmals minimiert. Samtliche lokalen Maxima
entsprechen nun den gesuchten Peaks, Ausnahmen kénnen auftreten, es bietet
sich daher an, das Ergebnis einer manuellen Prifung zu unterziehen. Jedoch ist
bei derart hohen Dichtednderungen der Fehler, der durch vereinzelte
missinterpretierte Peaks auftritt, vernachlassigbar gering.

Das Ergebnis dieser Peakanalyse ist in den folgenden beiden Abbildungen
dargestellt. Die schwarzen Balken zeigen dabei die Position der einzelnen
Peaks.
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Abbildung 11: Das Ergebnis des Auswerteverfahrens, beispielhaft dargestellt fir Versuch Nr. 203. In Blau das
ungefilterte Signal der Photodiode. In Griin, hier nur schwer zu erkennen, das gefilterte Signal. In Rot das
vereinfachte Signal und zuletzt die Lage der einzelnen Peaks, dargestellt durch die schwarzen Balken im
Diagramm. Die Auswertung der Peaks wurde bei 2,25 ms abgebrochen, da ab hier das Signal zu schwach
wird.
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Abbildung 12: Das Ergebnis des Auswerteverfahrens, beispielhaft dargestellt fir Versuch Nr. 203.In Blau das
ungefilterte Signal der Photodiode. In Griin, hier nur schwer zu erkennen, das gefilterte Signal. In Rot das
vereinfachte Signal und zuletzt die Lage der einzelnen Peaks, dargestellt durch die schwarzen Balken im
Diagramm. Diese Abbildung zeigt einen vergroBerten Ausschnitt der Abbildung 11.
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4.5.1 Die Berechnung der Dichte

Jeder Peak im zuvor ausgewerteten Signal zeigt die Verschiebung des
Interferenzmusters um ein ganzzahliges Vielfaches des Abstandes zweier
benachbarter Interferenzmaxima voneinander. So ist nun bekannt, zu welchem
Zeitpunkt sich die optische Weglangendifferenz zwischen den beiden
Laserstrahlen des Interferometers um das wievielfache Ganzzahlige der
Wellenlange verandert hat. In den im obigen Kapitel besprochenen
Gleichungen entspricht also die Zahl der Peaks bis zum Zeitpunkt t der
Variablen z.

Zur Ermittlung des Brechungsindexverlaufes wird die Gleichung 4.6
herangezogen:

1(J4 o z+f1nd
nz—z \/ﬁ No

Die Frequenz des HeNe-Lasers betragt

4.7

fuene = 473,755 * 1012 Hz
Der Brechungsindex des Ausgangszustands wurde aus dem Anfangsdruck und
der Anfangstemperatur mit dem vom NIST entwickelten Programm REFPROP
ermittelt und betragt
Nng = 1,001
Die Lange der Messkammer betragt laut technischer Zeichnung
1=001m
Die Druckkammer wurde nach der Toleranznorm DIN ISO 2768-f gefertigt, was
eine maximale Abweichung der Lange | um Al = 0,0005 mm zulasst. Eine
Messung hat ergeben, dass die Lange | der Messkammer bei:
Al; =0,0099 + 0,0001 m
liegt.
Ein weiterer Fehler ist, wenn der Einfallswinkel des Lasers vom Lot abweicht.
Anhand der Konstruktionsdaten konnte eine maximal magliche Abweichung

der Lange / von etwa

Al,=+8-10"m
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ermittelt werden.
Damit ergibt sich
Al =1.08-10"*m

Die Abweichung der Polarisierbarkeit von Wasserstoff a, vom uns bekannten
Wert ist bei Druckanderung im betrachteten Bereich sehr gering und kann
vernachlassigt werden (19).

FUr den absoluten Fehler in n ergibt sich daher

0 (1[4 co-z+f 1 n?
An=a §<\/ 0% f 0+TL0> - Al
Vil 4.8
_ _ i cfz Al
(fDz\J4cyz+ fInd
und flr den in p
dp 18-M-n-¢
Ap =— An = A 49
P =90 o a-(n?+2)2-N "

Zusatzlich muss noch die Genauigkeit, mit der der Anfangszustand bestimmt
wurde, betrachtet werden. Das NIST gibt fur den hier betrachteten Bereich
einen Fehler von lediglich 0.04 % an. Gehen wir davon aus, dass der Fehler
durch Vernachlassigung der Dispersion klein ist, so ist der Fehler, mit dem der
Ausgangsbrechungsindex bestimmt wurde, fir den Fehler in der Dichte
vernachlassigbar gering.

Die Ergebnisse der Dichterechnung fur Versuch Nr. 203 sind in den folgenden
Abbildungen zu sehen. Abbildung 13 zeigt den Druckverlauf und den
dazugehdrigen Dichteverlauf im Kopplungsstick des Leichtgasbeschleunigers.
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Dichte & Druck 203
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Abbildung 13: Die Abbildung zeigt den Druckverlauf (in Blau) und den dazugehorigen Dichteverlauf (in Rot)
im Kopplungssttick des Lemhtgasbeschleumgers flr den Versuch 203. Der Druck steigt bis 220 bar an, die
Dichte erreicht dabei einen Wert von etwa 8 = g . Das entspricht dem 10-fachen der Ausgangsdichte. Danach
bricht das Signal der Photodiode ab, sodass der weitere Verlauf der Dichte nicht bekannt ist.

Die Dichte mit Fehlerbalken (siehe GI. 4.8 und 4.9) ist in der folgenden
Abbildung zu sehen.
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Abbildung 14: Die Abbildung zeigt den Dichteverlauf mit dem entsprechenden Messfehler. Die maximale
relative Abweichung betragt +£0,00489 %.
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Abbildung 15: Da der Fehler in Relation zur Dichte in Abbildung 14 nur schwer zu erkennen ist, zeigt diese
Abbildung einen vergréBerten Ausschnitt. In Blau ist die Dichte angegeben, in Rot der Fehler.
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4.5.2 Einfluss der Geometrie des umgebauten Kopplungsstiickes auf das Messergebnis

Wie in der unteren CAD-Abbildung des Kopplungsstlickes zu sehen ist, hat der
Einbau der Saphirfenster Einfluss auf die Geometrie des Kanals fir das
Wasserstoffgas. Der Abstand der Saphirfenster voneinander betragt 1 cm. Der
Kanal selbst ist 0,4 cm im Durchmesser. Mit dem Laser, der das Kopplungsstick
durchlauft, wird die mittlere Dichtednderung entlang der gesamten Strecke
zwischen den Flachen der beiden Fenster gemessen. Fur die Auswertung der
gemessenen Signale muss geklart werden, in welchem Zeitraum sich Dichte-
schwankungen vom eigentlichen Druckkanal im gesamten Messbereich
ausbreiten. Wenn wir davon ausgehen, dass die Dichteausbreitung mit
Schallgeschwindigkeit erfolgt, kénnen mit den Ergebnissen fir die Schall-
geschwindigkeit, die im 6. Kapitel dieser Arbeit bestimmt wird, die Zeit, die die
Dichtednderung benétigt, um die Bucht auszufillen berechnen.

Abbildung 16: Die Abbildung zeigt das Kopplungssttick des LG-Beschleunigers, in dem die beiden Laufe fir
die Polyethylen-Kolben zusammengebracht werden. Zu sehen ist auBerdem die Bohrung flr den Laser, sowie
die beiden Saphirfenster.

Die Zeit kann Uber folgende Gleichung berechnet werden:

Al

Cschall

At =

Al ist die Tiefe der Bucht und berechnet sich aus der Differenz des Abstandes
der Saphirfenster zueinander und dem Kanaldurchmesser. Damit erhalten wir
flr Al einen Wert von 3 mm.

Die folgende Abbildung zeigt das Ergebnis der Rechnung.
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Abbildung 17: Die Abbildung zeigt den Verlauf der Zeit, die Dichteschwankungen bendétigen, um sich im
Volumen des Messbereichs auszubreiten. Mit steigender Zeit und somit mit steigender Dichte und

Temperatur wird die bendtigte Zeit kleiner. Grund daflr ist die hohere Schallgeschwindigkeit (siehe
Kapitel 6).

Wie die Abbildung 17 zeigt, gleichen sich lokale Dichteschwankungen im
Messbereich innerhalb von etwa 2 us aus. Damit ist der Fehler, der durch die
Messung des Mittelwertes der Dichteverteilung im Messbereich entsteht,
vernachlassigbar gering. Eine genaue Bestimmung des Fehlers ware Uber
Faltungsansatze maoglich, lohnt sich in diesem Fall aber nicht.
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4.5.3 Ursache fiir den Signalabbruch

Um die Ursache fur den gemessenen Signalabbruch zu finden, wurde das
Fenster im Kopplungsstiick wahrend des Abschusses mit einer Hochgeschwin-
digkeitskamera gefilmt. Das Ergebnis dieser Untersuchung ist in Abbildung 18
dargestellt.

Exp. 218 Exp. 218 m
@

1.976:ms V 2.312ms 210 MPa 2.336 ms

0

Arbits [ms]
Exp. 218 iﬁmnﬁmm
am

2:376 ms VIPa 2.552 ms 10 MPa 2912 ms

Abbildung 18: Diese Abbildung zeigt, wie sich das Sichtfenster, durch das der Laserstrahl geschickt wird,
nach der Zindung des LG-Beschleunigers verandert. Unter den Fotografien ist jeweils der aktuelle Druck im
Kopplungsstlick dargestellt, zu erkennen an dem lilafarbenen Balken. Die genaue Ursache fir die in der
Abbildung zu beobachtende Verdunkelung ist noch nicht geklart. Interessant ist, dass die Verdunkelung
bereits vor dem Druckmaximum ihren Hohepunkt erreicht und am Punkt des Druckmaximums (siehe links
unten) wieder abschwacht. © Fraunhofer EMI.

Der Durchgang durch das Kopplungsstlick wird nach kurzer Zeit verdeckt. Die
genaue Ursache ist zum Zeitpunkt der Abgabe dieser Arbeit nicht genau
bekannt. Es kénnen aber einige Vermutungen aufgestellt werden.

Die Treibrohre des Beschleunigers, in denen die Kolben beschleunigt werden,
kénnten verunreinigt sein. Jedoch wurde auch nach mehrmaligem Reinigen der
Treibrohre keine Verbesserung erzielt.

Eine zweite Vermutung ist, dass es aufgrund der extremen Bedingungen im
Kopplungssttck, die denen eines Autoklaven ahneln, zu einer Reaktion des
Wasserstoffgases mit den Polyethylenkolben kommt und dass das dabei
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entstehende Reaktionsprodukt fur die Verdunkelung sorgt. Zur naheren
Untersuchung wurde daher ein Versuch mit Heliumgas durchgefihrt, wobei
das Resultat der Messung dasselbe wir mit Wasserstoffgas war.

Es besteht auBerdem die Moglichkeit, dass bei dem Beschleunigungsprozess
der Kolben, der durch eine Treibladung realisiert wird, Verbrennungsprodukte
eben dieser Treibladung an den Seiten der Kolben vorbei in das Wasserstoffgas
gelangen. Allerdings liegen die Kolben sehr eng an den Treibrohren, sodass
auch diese Vermutung nicht mit Sicherheit bestatigt werden kann. Wahrschein-
lich ist, dass es aufgrund der hohen Hitze und Reibung schlicht zur Zersetzung
des Polyethylens zu Kohlenstoff kommt. Aufschluss kann beispielsweise eine
chemische Analyse der Substanz geben, die die Verdunkelung verursacht.

Fraunhofer EMI
Bericht A 01/15 34



Eine thermodynamische
Zustandsgleichung fur
Wasserstoff

5  Eine thermodynamische Zustandsgleichung ftr Wasserstoff

5.1 Einflihrung

Erstes Ziel dieser Bachelorarbeit ist die Messung der Dichte des Treibgases in
einem Leichtgasbeschleuniger. Weiterfihrend sollen aus dem im Experiment
bestimmten Verlauf der Dichte und des Druckes weitere GréBen bestimmt
werden. FUr diesen zweiten Teil dieser Arbeit ist eine Zustandsgleichung
erforderlich, die es ermdglicht, aus dem Druck und der Dichte die gesuchten
GroBen zu bestimmen. Von besonderem Interesse sind dabei die Schall-
geschwindigkeit im Gas sowie die Temperatur.

Eine Zustandsfunktion ist abhangig von verschiedenen Zustandsvariablen.
Betrachten wir etwa die van der Waals'sche Zustandsgleichung, so kann hier
der Druck in Abhangigkeit von Dichte und Temperatur bestimmt werden. In
diesem Beispiel hatte die Zustandsgleichung die Form:

Es existieren verschiedene Herangehensweisen fir die Bestimmung einer
thermodynamischen Zustandsgleichung. Die klassischen Gleichungen wie etwa
die van der Waals’sche Zustandsgleichungleichung oder etwa die Peng-
Robinson-Gleichung gehéren zu den phanomenologischen Zustands-
gleichungen (20). Das heil3t sie basieren auf Beobachtungen aus Experimenten,
weniger auf theoretischen, molekUlphysikalischen Berechnungen (20). Dies
fahrt dazu, dass der Gltigkeitsbereich derartiger Gleichungen auf einen
kleinen Bereich beschrankt ist. Zum Vergleich ist unten die Zustandskurve fur
Wasserstoff im Dichte-Druck-Temperaturraum der im Rahmen dieser Arbeit
berechneten Zustandsgleichung neben der Zustandskurve, wie sie die ideale
Gasgleichung liefert, dargestellt.
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Abbildung 19: Zu sehen ist der Druck-Dichte-Verlauf fir die Temperaturen 300 K, 800 K und 1300 K. In Rot
dargestellt ist der Verlauf, wie er sich aus der in dieser Arbeit entwickelten Zustandsgleichung fir Wasserstoff
ergibt. Die blaue Kurve zeigt den Verlauf der idealen Gasgleichung. Es zeigt sich, dass die Gultigkeit der
idealen Gasgleichung im von uns betrachteten Druck-/Dichtebereich sehr schnell nachlasst.

Durch das Hinzufigen weiterer Parameter wie dem Kohésionsdruck kann eine
solche Zustandsgleichung verbessert werden. In Bereichen sehr hoher Dricke

und Temperaturen (T > 1000 K und P > 500 bar) geben sie das Verhalten von
Gasen dennoch nur schlecht wieder.

Man erhalt weitaus bessere Ergebnisse, wenn man sich an Methoden aus der
statistischen Thermodynamik und der Quantenmechanik bedient. Eine aus
diesen Methoden resultierende theoretische Zustandsgleichung liefert gute
Ergebnisse im Vergleich mit Experimenten, auch in hohen Dichte- und
Temperaturbereichen, wenn die Wechselwirkung der Molekdile mit betrachtet
wird. Bei diesem theoretischen Modell wird das System auf der Teilchenebene,
sprich auf atomarer bzw. molekularer Ebene betrachtet. Man spricht auch von
einem »ab initio« (von Anfang an)-Modell (20).

Klassische Zustandsgleichungen sind meist als Zustandsfunktion fur den Druck
formuliert. Das erschwert die Ermittlung anderer GréBen, wie etwa der Schall-
geschwindigkeit oder der spezifischen Warmekapazitat, da diese einfacher aus
den thermodynamischen Potentialen bestimmt werden kénnen. Modernere
Zustandsgleichungen sind daher meist vom Helmholtz-Typ (10), da aus der
Helmholtz-Energie, oder auch freie Energie genannt, dem thermodynamischen
Potential des kanonischen Ensembles, relativ einfach alle weiteren GroBen Uber
entsprechende Ableitungen berechnet werden kénnen.
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Ausgangspunkt fur die Berechnung ist die kanonische Zustandssumme Q des
zu betrachtenden Systems. Mit ihr kann nach

F:=kgTInQ 5.2

die freie Energie berechnet werden.

5.2 Das zweiatomige ideale Gas

Die Zustandssummen fiir das ideale zweiatomige Gas sind in den meisten
Lehrbichern zur statistischen Thermodynamik zu finden. Ideal bedeutet hier,
dass die Molekile des Gases so weit voneinander entfernt sind, dass ihre
gegenseitige Wechselwirkung vernachlassigt werden kann. Das bedeutet, dass
die aus der Zustandssumme resultierenden thermodynamischen GréBen
lediglich fur geringe Dichten gelten.

Bei der Anwesenheit mehrerer Atome in einem Molektl mUssen zusatzlich zu
den drei Freiheitsgraden der Translation die Rotation, die Schwingung und die
Bindungsenergie betrachtet werden (21). Im Fall von Wasserstoff mussen wir
zwei zusatzliche Freiheitsgrade der Rotation und einen weiteren der
Schwingung betrachten. Wichtig ist es dabei zu klaren, ob die Beziehungen
zwischen den einzelnen Arten von Freiheitsgraden vernachlassigbar sind oder
nicht. Allgemein gilt, dass die Translation unabhangig von der Rotation und der
Vibration betrachtet werden kann. Da die Schwingung der Wasserstoffatome
das Tragheitsmoment beeinflusst und somit auch die Rotation des Molekails,
gibt es eine direkte Beziehung zwischen den beiden GréBen. Betrachtet man
die GroéBenordnung der Schwingungsamplitude, ist diese Beziehung aber
vernachlassigbar (21).

&o-/\/\/\/\/o

Abbildung 20: Das Wasserstoffmolekl besitzt, wie in der obigen Abbildung zu erkennen, einen Freiheitsgrad
der Schwingung, zwei der Rotation, sowie drei der Translation.
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Wir betrachten das Wasserstoffatom also als starren Rotator. Wir kdnnen die
Zustandssumme des WasserstoffmolekUls nun schreiben als (21):

Q = QtransQrot Qvib Qet Onuc 5.3

Dabei sind @y, und Q,; die Zustandssumme des Atomkerns und der
Molekulelektronen. Der Beitrag von Q. ist sehr gering, sodass Qpyuc = 1
gesetzt werden kann (21).

Die Zustandssumme der Translation fiir ein Molekl ist (21):

3

2mmkgT\2 V
Qs = () V= 3 >
Daraus folgt fur 1 Mol:
N 1 N 55
Qtrans = m (Qtrans) :

Der Faktor N! Ruhrt von der Ununterscheidbarkeit der Molekle her. Dieser
muss nur einmal bericksichtigt werden, fallt also fur die anderen Teile weg
(21).

Die Zustandssumme eines Rotators mit endlichem Drehimpuls I, mit zwei
gleichen Rotationsachsen, ist gegeben durch (22):

Qrot = 2(2] + 1)e—j(j+1)a .
=0
mit g = 1 hoe e
o= 8n2lkgT  kgT T
_ 84971K
Oz = T

Der Wert flr oy, ist »Statistical Mechanics« von Goeppert-Mayer entommen
(22).

Die Summe in 5.6 kann abhdngig von der Temperatur nach ein paar Termen
abgebrochen werden. In dieser Arbeit wird eine passende Naherungsform
verwendet. Am haufigsten zu finden ist die Naherung (21)
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T

Qrot = 50, 5.7

Wobei 0, charakteristische Rotationstemperatur genannt wird. Bei
homonuklearen Molekllen wie H, muss beachtet werden, dass zwischen 180°-
Drehung und Ausgangsorientierung nicht unterschieden werden kann. Das
heiBt die Zustandssumme halbiert sich in diesem Fall.

Zur Berilcksichtigung des Symmetrieeinflusses fihrt man die Symmetriezahl s in
Gl. 5.7 ein.

Die Naherungsform 5.7 ist lediglich far Temperaturen T > 50,. glltig, da
Wasserstoff mit ©,. = 84,971 K eine recht hohe Rotationstemperatur besitzt; es
muss fUr niedrigere Temperaturen eine bessere, d.h. allgemeiner gdltige
Naherung genommen werden (22).

In dieser Arbeit wird die Naherung aus Goeppert-Mayers »Statistical
Mechanics« verwendet (22).

1 1+a+02+403+ <10 5 g
Orora =2\ 13+ 5 +333 P 0= '
Fir N Molekdule:
Q?I”\gt = (CIrot)N 5.9

Die Zustandssumme eines Oszillators mit einem Freiheitsgrad ist gegeben
durch (22):

Qvit =ze—vu 5.10

v20
hv _ hwc _ 0O,

kgT  kgT T

5958 K
Ugp = T

Auch diese Summe kénnte numerisch fir ausreichend viele Terme geldst
werden. Es bietet sich jedoch eine einfache Naherungsform an.
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Die GroBe 0, :—” wird mit Schwingungstemperatur bezeichnet. Der Wert 5958
B

far Wasserstoff wurde aus Goeppert-Mayers »Statistical Mechanics« (22)
entnommen. Es ist der GroBte aller diatomischen Molekdle, Q. ist also
entsprechend klein. Nach obiger Gleichung ist uy, fir Temperaturen unterhalb
von 5958 K immer groBer als 1, d.h. e ist in diesen Fallen immer kleiner 1
(22).

Nach

1—rVN
n_— 5.11
Zr 1—r

N-1
n=0

mit r = exp(—u) geht " also gegen 0 und wir kdnnen die Summe schreiben
als:

Quip = (1 —e™)7! 5.12
Und damit far N Molekdle:

Qoip = Quin)" 5.13

Bei Temperaturen, die 2000 K nicht weit Uberschreiten, ist Q,;;, also nicht viel
groBer als 1 und In(Q,;) somit sehr klein und der Vibrationsbeitrag zu den
thermodynamischen Funktionen ebenso.

Goeppert-Mayer schlagt zudem einen Korrekturterm zu Q. und Q,,;;, VOr.
Dieser hat die folgende Form (22):

Frorr = —kgTN4y In(Qkorr)

1 u u? 5.14
=_kBTNA a 8Y+6eu—1+2x(eu—1)2

x,y und § sind empirische Daten. Diese wurden aus Goeppert-Mayers
»Statistical Mechanics« (22) entnommen.

Xy2 = 2,736 : 10_2
YH2 = 1,4‘3 - 10_2
51.12 = 5,17 - 10_2

Die Dissoziationsenergie ist die Energie, die bei der Verbindung zweier
Wasserstoffatome zu einem Wasserstoffmolekdl frei wird. Hier wird analog zu
Juranek (12) die effektive Dissoziationsenergie verwendet, die die Differenz
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zwischen dem Vibrationsgrundzustand und dem Zustand zweier freier
Wasserstoffatome angibt.

Die Dissoziationsenergie spielt fir GréBen, die von Dichte/Volumen-
Ableitungen der freien Energie abhangen, wie beispielsweise der Druck, keine
Rolle.

Dy = 51960,07 - ky 5.15

Der Ausdruck fiir die elektronische Zustandssumme lautet: (23)

Ej
Qelzzgie kBT 5.16
i=0

Wobei g; der Entartungsgrad des Energiezustands E; ist.

Wir werden hier den Grundzustand 0 setzen. Der nachste angeregte Zustand
liegt etwa 1,8 - 10718 J hoher (13). Betrachten wir nur den néachsthéheren
Zustand, so schreibt sich die Zustandssumme:

10-18
-1,8-
Qe = e’ +e *BT

Bei 1700 K liegt Q,; damit im Bereich von Q,; ~ 1 + 4,7 - 1073* , d.h. es sind
kaum angeregte Zustande besetzt.

Damit ist die elektronische Zustandssumme quasi konstant Uber den gesamten
hier betrachteten Bereich und somit vernachlassigbar.

5.3 Die Wechselwirkung zwischen den Molekilen

Wie am Anfang des vorangegangenen Kapitels erwahnt wurde, muss fur die
Bereiche héherer Dichte die Wechselwirkung der Molekdile betrachtet werden.

Im Laufe der Jahre wurden viele Methoden zur Beschreibung realer Fluide,
insbesondere der Molekul-Molekl-Wechselwirkung, entwickelt. Am
geldufigsten durften die Virialgleichungen sein, die eine Erweiterung der
allgemeinen Gasgleichung darstellen und die Wechselwirkung der Molekdile
untereinander bertcksichtigen. Die Wechselwirkungsbeitrage stecken dabei in
den sogenannten Virialkoeffizienten, welche Uber verschiedene Wechsel-
wirkungs-Modelle der Molekile bestimmt werden kénnen (21). Dabei
beinhaltet der zweite Virialkoeffizient die Wechselwirkung zweier Molekle, der
dritte die dreier usw. Die Berechnung des zweiten oder dritten
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Virialkoeffizienten ist noch verhaltnismaBig leicht. Fir Virialkoeffizienten
hoéherer Ordnung mussen sehr komplexe multidimensionale Integrale gel®st
werden. Dies ist analytisch meist nicht méglich und auch numerisch ein groBer
Aufwand.

Wird die Virialgleichung nach dem dritten Koeffizienten abgebrochen, so ist
diese nur bei maBigen Drlcken gultig, d.h. die Virialgleichung eignet sich nicht
als Zustandsgleichung dichter Fluide wie sie in Leichtgasbeschleunigern
vorkommen (21).

Erst seit den 60er Jahren des 20ten Jahrhunderts macht die Wissenschaft auf
dem Gebiet der Zustandsgleichungen wieder gréBere Fortschritte, seit van der
Waals 1873 die van der Waals'sche Zustandsgleichung entwickelte.
Verbesserungen in Form der Peng-Robinson- oder der Benedict-Webb-Rubin-
Gleichung folgten (24).Diese Zustandsgleichungen liefern gute Ergebnisse,
solange wir uns in Bereichen geringer Dichte aufhalten, d.h. bis in die
GréBenordnung von etwa 0,1 GPa.

Ein Vergleich gelaufiger, in der Literatur auch als phdnomenologische
Zustandsgleichungen bezeichnet, mit moderneren Ab-Initio-Zustands-
gleichungen ist in Abbildung 21 dargestellt.

0,20

0,15

p in g/ccm
.
)
1

—— Van der Waals
Clausius
—— Dieterici
- Peng-Robinson
—— Redlich-Kwong-Soave
Juranek
NIST
I g 1 . I N I J 1 * I s 1

0,0 0,5 1,0 1:5 2,0 2,5 3,0
p in GPa

0,05

0,00

Abbildung 21: Die Abbildung stellt die Losungen verschiedener Zustandsgleichungen bei 300 K im Bereich
von 0 bis 3 GPa dar.
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Eine modernere Herangehensweise zur Bestimmung des konfigurationellen
Beitrags (im Rahmen dieser Arbeit wird vom Wechselwirkungsbeitrag
gesprochen) zu den thermodynamischen Eigenschaften eines Systems ist die im
englischen mit »Interpretive« bezeichnete Methode (24), bei der die
Zustandsgleichung Uber eine naherungsweise Beschreibung der Struktur des
Systems bestimmt werden soll. Diese Methode tragt auch den Namen »Latice
Theory« oder »Gitter-Theorie« (24). Das Problem bei dieser Methode, die fur
die Beschreibung von kristallinen Kérpern gut funktioniert, ist die, dass Fluide
keine feste Struktur besitzen. Da sich die Struktur einer FlUssigkeit standig
andert, kann man mithilfe dieser Theorie nur dann befriedigende Ergebnisse
finden, wenn etwa ein statischer Mittelwert fir die Struktur des betrachteten
Fluids gefunden werden kann. Dies ware mathematisch sehr aufwendig (24).

Eine zweite Methode ist der im Englischen mit »Predictive Approach«
bezeichnete Ansatz (24), bei dem die Struktur des Fluids Uber das Wechsel-
wirkungspotential dessen Molekile bestimmt werden soll. Derartige Theorien
werden mit »Distribution Function Theories« (24) bezeichnet, da ihre
Gleichungen Verteilungsfunktionen beinhalten, die die Wahrscheinlichkeit
bestimmen, mit der sich die Molekile des Systems in einer bestimmten
Konfiguration befinden. Dabei wird zwischen Verteilungsfunktionen
unterschiedlicher Ordnung unterschieden. Die Paar-Verteilungsfunktion
beschreibt, wie sich Paare von Teilchen verteilen, also wie wahrscheinlich es ist,
ein zweites Molekdl im Radius r um ein betrachtetes herum zu finden. Triplet-
Verteilungsfunktionen machen dies fir drei Moleklle usw. Die Berechnung von
Verteilungsfunktionen héherer Ordnung ist sehr aufwendig oder unmaoglich,
was die Berechnung von Zustandsgleichungen fur dichte Gase und Fluide
behindert. Es existieren drei allgemein bekannte Theorien, die Born-Green-,
Hypernetted-Chain- und die Percus-Yevick-Theorie (24). Die Percus-Yevick-
Theorie sticht heraus, da mit ihr gendherte analytische Ausdricke fir die radiale
Verteilungsfunktion eines Harte-Kugel-Systems maglich sind.

Eine dritte Methode ist der Stérungsansatz (25), der in dieser Arbeit
Anwendung findet. Dabei wird die Zustandssumme, die die Wechselwirkung
der Molekdle beschreibt, im Englischen auch mit »Configurational Partition
Funktion« bezeichnet, aus einem bekannten Referenzsystem entwickelt, dessen
Eigenschaften bekannt sind. Dieses Referenzsystem kann ein reales System sein.
Sehr hdufig kommen als Referenzsystem das Harte-Kugel-Fluid oder das
Lennard-Jones-Fluid zur Anwendung, dessen Eigenschaften (insbesondere die
»Configurational Free Energy« und die radiale Verteilungsfunktion) mit der
zweiten Methode (Percus-Yevick-Theorie) berechnet werden kénnen (24).
Letztere beide Systeme eignen sich gut als Referenzsystem fir einfache Gase,
wie etwa Helium oder Wasserstoff, weniger fir komplexere Molekle (24).

Die Idee eines solchen Stérungsansatzes, wie er im Folgenden naher
beschrieben wird, wurde erstmals von Zwanzig angewandt (25).
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Das Ergebnis von Zwanzigs (25) Ansatz lautet:
PV PV p 0 = ;
NkT ~ \NkT), " kT 9p 5.17
NKT (NkT)O T %Tap {an f 4u(r) go(r)r dr}
a

Der Ansatz von Zwanzig wurde unter anderem von Mansoori und Canfield
weiterentwickelt und mit dem Variationsansatz kombiniert (26).

5.4  Storungsrechnung mit Variationsansatz in der Fluidtheorie

Die Idee hinter dem Variationsprinzip (27) besteht darin, die Eigenschaften
eines Systems Uber die eines anderen Systems zu berechnen, dessen
Eigenschaften bekannt sind. Dies wird durch das Aufstellen einer Ungleichung
zwischen den Eigenschaften beider Systeme erméglicht. Das Variationsprinzip
als Basis fur die Berechnung der konfigurationellen Zustandssumme wurde
zuerst von Lukes und Jones in die statistische Mechanik eingefthrt (27).

5.4.1 Storungsrechnung mit Variationsansatz nach G. A. Mansoori und F. B. Canfield

Die hier aufgeftihrten Herleitungen sind direkt aus den Papern von Mansoori
(24) und Zwanzig (25) dbernommen worden. Der Text wurde ins Deutsche
Ubersetzt, etwaige Kommentare wurden hinzugefigt.

Der Stoérungsansatz, wie er von Zwanzig (25) in die Fluidtheorie eingefihrt
wurde, bringt es mit sich, dass die Bestimmung geeigneter Parameter des
Referenzsystems, im Speziellen die Packungsdichte n der harten Kugeln bzw.
der Harte-Kugel-Durchmesser d (siehe Gl. 5.17) erforderlich ist (24). Mithilfe
des von Lukes und Jones (27) eingeflhrten Variationsprinzips entwickelten
Mansoori und Canfield (26) eine Methode zur Losung dieses Problems.

Der Anfang der Herleitung wird aus der Arbeit Zwanzigs tbernommen (25)

Die thermodynamischen Eigenschaften eines Systems kénnen aus der
Zustandssumme ermittelt werden. Die Zustandssumme Q, fir ein klassisches
System mit N Teilchen und der totalen Potentiellen Energie von U =

(r1, ..., my) = U durch die Teilchen-Wechselwirkung aller w gleichartiger
Teilchenpaare des Systems, ist im Gleichgewichts-Fall mit der Temperatur T:

Z
— 3N
Q_N!A 5.18
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Mit A = n und

2mmkgT

Z=f ,,,fe‘ﬁu dry ...dry 5.19
vV

Wenn wir nun ein zweites System einbeziehen, das sog. Referenzsystem,
dessen GroBen bekannt sind und das dieselbe Anzahl an Molekllen und
dieselbe Temperatur wie das erste System besitzt, aber eine andere totale
potentielle Energie Uy (1, ..., 1y) = U, besitzt, so lasst sich schreiben, dass:

Q e_BUO
0= f f A e BU=Uo) dy, . dry 5.20
0 0

Wobei Q, und Z, jeweils die Zustandssumme und das konfigurationelle Integral
e—BUo
Z,

0
der N Molekile des Referenzsystems sind. Wir kénnen nun schlussfolgern, dass

£ aus Gleichung 5.20 gleich dem Erwartungswert fiir e=#U=U0) {iber dem

0
Referenzsystem ist:

des Referenzsystems sind und die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion

Qﬁ = (e-BU-UR) 5.21

0

Damit werden die Ausfiihrungen von Zwanzig beendet. Im folgenden Abschnitt
werden die Berechnungen nach Mansoori und Canfield (24) fortgesetzt.

Nach Mansoori und Canfield (1969): (26)

Nach Taylor’s Theorem kann der Exponentialausdruck auf der rechten Seite der
Gleichung 5.21 um einen Wert w; = (U — U,) = (U, ) entwickelt werden.
Abschneiden der Reihe nach dem zweiten Glied fhrt dann mit dem
entsprechenden Restglied zu dem Ausdruck:

2

ng = eXP(—ﬁah) + %exp(—ﬁfl) ((U1 _ 5;1)2>0 592

wobei
U <é <wg

Oder mit 4 Gliedern
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Q _ B2 2
% exp(—fwy) + ﬁexp(—ﬁwl) ((Uy —w1)%)o
3
e (W — 0, 5.23

+B4 4
ZGXP(_ﬁfz) (U1 — &)%)
wobei

Ul < 52 < w1

In beiden Gleichungen sind die jeweils letzten Terme der rechten Seite immer
positiv.

2
%eXP(_ﬁfl) ((U; — 5(1)2)0 =0

,8‘.1' 5.24
EeXP(—ﬁfz) (U, = &) =0
Folglich erhalten wir folgende Ungleichungen:
Q
- 2 exp(—fw,)
o 5.25
Q 2 3 .
Q_o > exp(—fwq) [1+ TR AETRE

Die erste der beiden Ungleichungen wurde urspringlich von Lukes und Jones
hergeleitet.

Unter Verwendung des bekannten Zusammenhangs zwischen der freien
Energie und der Zustandssumme

F = —kgTIn(Q) 5.26
Erhalt man folgende Ungleichungen fir die freie Energie:

FWYW — FVW < w,
2 3
5.27
FWYW — FVW < w; — kgTIn (1 +%w2 —%%)

In einem thermodynamischen System mit N Teilchen (N ~ 1023) ist der erste
Term der rechten Seite der 2. Ungleichung in 5.27 von der Ordnung NkgT,
wahrend der zweite Term von der Ordnung kgT In(N) ist. Da In(N) bei
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entsprechendem N sehr viel kleiner als N ist, sind die beiden Ungleichungen
praktisch gleich.

Wenn wir nun die totalen potentiellen Energien der beiden Systeme als Summe
der Einzelpotentiale zwischen den Teilchen auffassen, wobei u;; das
Wechselwirkungspotential der Teilchen ist:

N
i>j=1
N
Up = Z up; 5.29
i>j=1

Wenn wir nun noch davon ausgehen, dass alle Teilchen identisch sind und nur
Paar-Wechselwirkungen betrachtet werden, so ergibt sich fir w;:

NN -1)
w1 = T(%z —Uf2)o 5.30
Fur die allgemeine Formulierung von w; siehe (25).

Betrachten wir nun (u;, — ud,),. Es ist bekannt, dass:
(ulz - ugz)o = f(ulz - ugz)PO(Z) dT‘l dT‘N 531

Wobei PO(Z) die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion far die
Besetzungszustande zweier Molektle 1 und 2 ist:

f ...fexp(—ﬁé]) drs ...dry 532
Z

PP1,2) =

Betrachten wir die Definition der radialen Verteilungsfunktion,

V™[ .. [ exp(=BU) drpsq ...dry 533
A

g™ ) =

so kdnnen wir w, umschreiben zu:
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N(N-1) 1
“1= Tﬁﬂ-(ulz —uf) g (rip)drydr 5.34

%4

Eingesetzt in Gleichung 5.27 erhalten wir somit einen neuen Ausdruck fir die

freie Energie
NN=1) 1
FWW < F'W + Tﬁff@hz - u?z)ggz)(ﬁz)dﬁdrz 5.35
v

Bzw. wenn fir entsprechend groBe N die Ndherung N(N — 1) = N? gemacht
wird

N

2
P < R

_U(uu - u?z)g(()z)(ﬁz)dﬁdrz 5.36
1%

Ahnlich wie hier ein neuer Ausdruck fir 1. Gleichung in 5.27 gefunden wurde,
kénnte man auch Gleichung 2 umformulieren. Ausdricke fir w, und w5 in
Abhangigkeit von den Korrelationsfunktionen wurden von Zwanzig gefunden
(25). Diese enthalten Korrelationsfunktionen héheren Grades, also g™ mit

n > 2, fur die keine befriedigenden Lésungen existieren.

Gehen wir nun davon aus, dass die Teilchen des Systems, dessen Losung nicht
bekannt ist, Gber ein kugelsymmetrisches Potential wechselwirken, das von der
Form

u(r) = ——- {6 e?17) _ g (r—*)6} 5.37

a—=6 r

ist. (Dieses Potential dient hier als Beispiel, weil es die Wechselwirkung von
Wasserstoffmolektlen am besten beschreibt.) Wenn wir als Referenzsystem das
Harte-Kugel-Fluid wahlen, dessen Wechselwirkungspotential bekanntermafBen
folgendes ist:

uW(r)=0 fir r>d

= fir r<d >-38

dann kénnen wir die Ungleichung fir F umformen zu
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(0]

FYW =F, + anNf u(r)g(()z)r2 dr 5.39
d

Die Variationstechnik:

Die obige Ungleichung suggeriert, dass wir durch das Erzeugen eines relativen
Minimums der rechten Seite die Ungleichheit zur Gleichheit bzw. naher an
diese bringen kénnen. Dies gelingt durch das Variieren der Eigenschaften des
Referenzsystems. Voraussetzung dafur ist, dass wir die Eigenschaften des
Referenzsystems kennen, am besten in parametrisierter Form, so dass wir durch
Variation der Parameter ein Minimum erzeugen kénnen. Diese Bedingungen
schranken die Anzahl méglicher Referenzsysteme arg ein, da nur fir wenige
Systeme wie etwa das Harte-Kugel-System die radiale Korrelationsfunktion und
die freie Energie als Funktionen intermolekularer Parameter, wie etwa der
Packungsdichte, bekannt sind.

Der Ansatz funktioniert also lediglich fur einfache Fluide, deren Wechsel-
wirkungspotentiale als kugelsymmetrisch angenommen werden kénnen, bzw.
ahnlich dem Harte-Kugel-Potential sind. Fir komplexe, langkettige Molekdle ist
dies nicht der Fall, fir das Wasserstoffmolekil kann diese Naherung gemacht
werden.

5.4.2 Das Harte-Kugel-System

Die radiale Verteilungsfunktion

Das Harte-Kugel-System gehort zu den am meisten studierten Fluidsystemen.
Grund dafur ist die Moglichkeit, eine theoretische, fur die meisten Zwecke
ausreichend akkurate, gendherte Form der radialen Verteilungsfunktion zu
entwickeln.

Wertheim (28) und Thiele (29) fanden zuerst eine analytische Losung der
Percus-Yevick-Integralgleichung fir die radiale Verteilungsfunktion des Harte-
Kugel-Systems (28). Seitdem gab es viele Ver&ffentlichungen rund um die
Berechnung von g(r) Uber die Percus-Yevick-Gleichung. Fir die
Stérungsrechnung wird in dieser Arbeit die Losung von Andrij Trokhymchuk et.
al (30) verwendet, da diese die Berechnung von g(r) ohne gréBeren
numerischen Aufwand erméglicht.

Das in der Arbeit von Trokhymchuk et. al (30) veréffentlichte »Rezept« fur die
3
Bestimmung von g(r) fir verschiedene Packungsdichten 5 = % lautet:
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2 d
,uo=—n<—1———z) 5.40
1-n7 2n d
g 1
y = arctan {~ = (a0 (e + A3) — oo(ad + ) - (1+50)
Bo 2 5.41
+ @ + B — woa)(1 + 20)|}
mit ¢ als dem Durchmesser der harten Kugeln.
Wobei
2n d 7
_ 4L 5.42
00 1—n< g Zd)
2n d 1
_ _a4e_n 5.43
hoo =7 _n@( 4 Zd)
d=[(2n(n* —3n - 3)
1 5.44
+/3(* =20 + 0% + 60 +3)|
wo = —0,682 exp(—24,6977n) + 4,720 + 4,450n 5.45
Ko = 4,674 exp(—3,9357) + 3,536 exp(—56,2707) 5.46

Die letzteren beiden Koeffizienten wurden von Roth et al. (31) parametrisiert,
die folgenden in der Arbeit von Trokhymchuk et. al (30).

ac = 44,554 + 79,8681 + 116,432n? — 44,652 exp(21) 5.47
po = —5,022 + 5,857n + 5,089 exp(—4n) 5.48
,r*
— =2,0116 —1,0647n + 0,0538n? 5.49
— _ 2
Im = 1,0286 — 0,60957 + 3,5781n 5 50

—21,3654n3 + 42,6344n* — 33,848575

Alle weiteren Parameter fir g(r) kdnnen mit den bisher bestimmten
ausgedruckt werden.
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Im — (Jg‘e’xm) exp(u(r” — o))
B cos(B(r*—a) +y) exp(a(r* — 0)) — cos(y) exp(u(r* — a)) r

*

A=0gZP" — Beos(y)
kr*+1
6=—wr*— arctan( " )
wr

_ 7 (gm — D exp(r)

¢ cos(wr* + 6)

mit

2,23 _ 2 4
gexpt:i L+n+n +3n 377 _
7 4n 1-n3

Damit erhalten wir fUr die radiale Verteilungsfunktion des HK-Systems
(Gultigkeitsbereich 0,1 <71 < 0,5)

gr)y=0 fir r<o
A
9() = —exp(u(r - 0))
+§cos(ﬂ(r —0)+vy) exp(a(r — a)) fir o<r<r’

C
gr)y=1+ ;cos(wr +8) exp(—kr) fiur r=>r*

Wasserstoff

5.51

5.52

5.53

5.54

5.55

5.56

Berechnungen von g(r) nach Gleichung 5.56 sind in Abbildung 22 dargestellt.
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Radiale Verteilungsfunktion fir Harte Kugeln
12 . ‘ ; ;

10

r in Angstroem

Abbildung 22: Zu sehen ist die radiale Verteilungsfunktion des Harte-Kugel-Systems bei einer Packungsdichte
vonn = 0.3

Die freie Energie der Wechselwirkung des HK-Systems

Es existieren vier bekannte Zustandsgleichungen fir das einfache Harte-Kugel-
Gas, die alle Ende der 60er entwickelt wurden. Thiele (29) und Wertheim (28)
entwickelten gleichzeitig zwei Zustandsgleichungen theoretischer Basis, als
Losung der Percus-Yevick-Gleichung. Thiele nutzte in seiner Herleitung die
Kompressibilitatsgleichung, Wertheimer die Druckgleichung (32). Entsprechend
waren die Ergebnisse leicht unterschiedlicher Form:

Zustandsgleichung fur harte Kugeln nach E. Thiele: (29)
Fur die Kompressibilitatsgleichung erhalt man:

PV _1+r)+r;2

7 = = 5.57
Nach Wertheim (28):
2
(1—mn)?
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Es zeigt sich im Vergleich mit Simulationsdaten, dass die Gleichung von Thiele
etwas zu groBBe Werte liefert, die von Wertheim zu kleine, Thiele aber etwas
naher an den Simulationsdaten liegt (32).

Basierend auf den Virialkoeffizienten fir das Harte-Kugel-Gas formulierten Ree
und Hoover eine Pade-Naherung der Zustandsgleichung fir harte Kugeln (33):

- 1+1,75399 71 + 2,31704 n% + 1,108928 n3
a 1—2,246004 71 + 1,301056 2

5.59

Den bis heute erfolgreichsten Ansatz lieferten Carnahan und Starling (34), die
eine Zustandsgleichung auf Basis der Virialreihe fir das Harte-Kugel-System
entwickelten. Die Analyse der Virialreihe nach Carnahan und Starling soll hier
kurz dargestellt werden.

Die reduzierte Virialentwicklung fur das Harte-Kugel-Gas nach Ree und Hoover
lautet wie folgt (34):

Z =1+ 4n+ 10n?% + 18,36n° + 28,2n* + 39,51° 5.60

Gehen wir davon aus, dass alle reduzierten Virialkoeffizienten zu ganzen Zahlen
genahert werden kénnen, dann folgt fir obige Gleichung:

Z =1+ 4n+10n% + 1813 + 28n* + 40n° 5.61

Die Koeffizienten kénnen nun Uber eine rekursive Gleichung berechnet
werden:

B,=Mm*+n-2) 5.62

wobei n > 2 ist. Damit folgt fur Z
Z= 1+§:(nz+n—2)r;”‘1 5.63
n=2
Die Gleichung kénnen wir auch umschreiben zu:
Z=1+ Z(n2 + 3n)n" 5.64
n=0

Man sieht, dass die Summen in der letzten Gleichung abgeleitete Formen der
geometrischen Reihe sind. Nach Umformungen der geometrischen Reihe, erhalt
man:
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_14n+n?-n
1-n3
Mansoori und Canfield haben in (35) gezeigt, dass man die Carnahan-Starling

Gleichung durch eine Linearkombination der Gleichungen von Wertheim (28)
und Thiele (29) erhalt:

5.65

g pV  2[1+n+n?] 1[1+2n+3n*] 1+n+n°—-n 5 66
© U NkgT 3 (1-mF ] 3] a-m* | A-n? '
Aus der Kompressions-Gleichung lasst sich nun durch Integration die freie
Energie bestimmen.
Fur die freie Energie nach Carnahan-Starling erhalten wir:
F_Fideal _ FVI;IV(V _477_3772 567

NkgT — NkgT (1—n)?2

Fur die Stérungsrechnung bendétigen wir lediglich die freie Energie der Harte-
Kugel-Wechselwirkung, die gerade F — F;4.4; €ntspricht.

Das effektive Wechselwirkungspotential fur WasserstoffmolekUle

FUr das effektive Wechselwirkungs-Paarpotential U gibt es einige Ansatze,
wobei meist folgendes Potential (36) verwendet wird, dessen Parameter
anhand experimenteller Daten ermittelt werden (Buckingham-Potential) (37):

€ 1-— Ta)\® .
Ugxpe(1) = o {6 ea( Ta) -« (—a) } fir r>W 568
Ugpst () = A-exp(—B-r) fir r<w

Dieser Teil beschreibt den anziehenden Teil des Potentials sehr gut. Fir geringe
Dichten ware dieser ausreichend, jedoch wird der abstoBende Part obiger
Funktion bei sehr kleinen r wieder negativ, d.h. anziehend. Der abstoBende Teil
wird daher ab einem Wert W analog zu Juranek (12) durch eine Exponential-
funktion modelliert.
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FUr die Parameter a,r*, W, A und B finden sich fUr das Wasserstoffmolekl

folgende Werte (12):
a=11.1
€ [K] =364 kg
7. [A] = 3,43

A[K] =3,13369
B[A™'] = 2,24478

Das Wasserstoffpotential ist in Abbildung 23 zu sehen.
x 1072 H2-Potential

2.5

UindJ

0.5¢ _

r in Angstroem

Abbildung 23: Die Abbildung zeigt das effektive Molekil-Molekl-Wechselwirkungs-Potential fir
Wasserstoffmolekdle. Der linke abstoBende Teil wird durch die Exponentialfunktion beschrieben, der von dort
aus rechte Teil durch das Buckingham-Potential.

5.5  Ergebnisse der Zustandsgleichungsberechnung

Nachdem alle erforderlichen Gleichungen bekannt sind, kann die
Stérungsrechnung mit Variationsansatz nach Mansoori und Canfield (26)
durchgefiihrt werden. Zu diesem Zweck wurde ein Matlab-Skript geschrieben,
das im Anhang enthalten ist.
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In dem Skript wird fir verschiedene vorgegebenen Temperaturen und Dichten
sowohl FWW als auch F;4.4; berechnet. Der Wert fiir die freie Energie ist im
Folgenden immer auf ein Mol bezogen. Die Zustandsgleichung wurde fir
Temperaturen von 300 K bis 1700 K bestimmt, da dies in etwa dem zu
erwartenden Temperaturbereich des Wasserstoffgases im LG-Beschleuniger

entspricht. Fir die Teilchendichte wurde ein Maximalwert von 3,5 - 1028%

angesetzt. Die Auflésung wurde als Kompromiss zwischen der Minimierung
von Diskretisierungsfehlern bei spateren numerischen Ableitungen und der
Rechenzeit gewahlt.

Entsprechend dem Variationsansatz wurde der Harte-Kugel-Durchmesser
variiert und das Minimum der freien Energie nach diesem bestimmt. Das
Intervall von Kugeldurchmessern, fur die die Variationsrechnung durchgefihrt
wird, wurde an die jeweilige Dichte angepasst, sodass die Packungsdichte einen
Minimal- bzw. Maximalwert nicht Ubersteigt. Als Maximalwert wurde eine
Packungsdichte von n = 0,5 angesetzt.

Das Ergebnis der Rechnung zeigen die folgenden Abbildungen.

rho-Temp-F-Plot

F in J/mol

1500
1000
500

Temp in K rho in T./m3

Abbildung 24: Die Losung der Zustandsgleichung liefert uns die freie Energie tber der Temperatur und der
Dichte, hier im dreidimensionalen Druck-Dichte-Freie-Energie-Raum dargestellt.
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Abbildung 25: Die Abbildung zeigt die verschiedenen Beitrage (Translation Fians, Rotation Fret, Vibration Fu,
Dissoziation Faiss, MolekUlwechselwirkung Fww, Korrektur nach Goeppert-Mayer Fior) zur gesamten freien
Energie Fges eines Mols Wasserstoff bei T = 300 K Uber der Dichte. Diese Abbildung dient anschaulichen
Zwecken, weshalb der Logarithmus der freien Energie dargestellt ist. Auf diese Weise ist eine bessere
Betrachtung der GroBenverhaltnisse der einzelnen Beitrdge maglich. In schwarz dargestellt ist der Beitrag der
Molekilwechselwirkung zur freien Energie, also der Teil, der diese Zustandsgleichung von der eines idealen
Gases unterscheidet. Dieser Teil der freien Energie ist daher am starksten dichteabhangig. Auch der
translatorische Beitrag, hier in grin ist dichteabhdngig. Samtliche anderen Beitrdge werden in diesem Modell
als dichteunabhangig betrachtet.

F-T-Plot bei rho=0.0897 kglm3
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Abbildung 26: Analog zur Abbildung 25 zeigt diese Abbildung die verschiedenen Beitrdge zu freien Energie
Uber der Temperatur bei einer Dichte von 0,0897 kg/m3.
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6 Ermittlung weiterer thermodynamischer GréBen Gber die
Zustandsgleichung

6.1 Temperaturbestimmung

Aus den Messergebnissen fir den Druck und die Dichte des Wasserstoffgases
kdnnen mithilfe der im zweiten Kapitel entwickelten Zustandsgleichung ftr
Wasserstoff weitere thermodynamische GréBen bestimmt werden.

Da die freie Energie in den im vorigen Kapitel erlauterten Gleichungen von der
Temperatur und der Dichte abhangt, aber nicht vom Druck, gilt es zunachst,
aus der freien Energie den Druck zu bestimmen.

Im kanonischen Ensemble ist

dF

- 6.1
av

P =

Da das Volumen pro Teilchen aus der Teilchendichte bestimmt werden kann,
lasst sich der Druck numerisch aus den Daten der Zustandsgleichung
berechnen. Dabei wurde numerisch mit dem zentralen Differenzquotienten
abgeleitet.

Das Ergebnis ist in Abbildung 27 dargestellt.
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rho-Temp-P-Plot

28
x 10

Temp in K

rho in T./m*

Abbildung 27: Aus der Ableitung der freien Energie F [Lll nach dem Volumen V [m_sl errechneter Druck in
Abhangigkeit von der Temperatur und der Dichte. Die Ab ildung zeigt die Zustandsflache des
Wasserstoffgases im Dichte-Temperatur-Druck-Raum.

E wurde ein Vergleich der Ergebnisse mit den Zustandsgleichungen fir
Wasserstoff des NIST (38) und Juranek (12) erstellt. Die Zustandsgleichung fur
Wasserstoff, auf der die Datenbank des NIST basiert, wurde von J. Leachman
(9) (10) entwickelt und besitzt einen Giltigkeitsbereich von T = 14 — 1000 K
und Py qx = 2000 MPa, was in etwa dem von uns angestrebten Gultigkeits-
bereich entspricht. Juranek (12) hat eine Zustandsgleichung entwickelt, die
Uber einen sehr breiten Galtigkeitsbereich von T = 100 — 200000 K und

Pnax = 259335,1 GPa verfiigt. Eine Priifung der Ubereinstimmung dieser
Zustandsgleichungen mit experimentellen Daten fand bereits in den jeweiligen
Papern (10) (12) statt.

Wie in Abbildung 28 zu sehen, stimmen die Werte fir den Druck gut mit
denen des NIST Uberein. Auch im Vergleich mit den Daten von Juranek (12)
liefert unsere Zustandsgleichung gute Ergebnisse. Lediglich im Bereich sehr

hoher Dichten von etwa 3 - 1028 22 121, 10022 gibt es Abweichungen zu
m m

den Ergebnissen von Juranek (12). Ursache ist vermutlich die Vernachlassigung
der Druckdissoziation in unserer Zustandsgleichung, da Juranek (12) in seiner
Arbeit ansonsten denselben Stérungsansatz verfolgt.
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Abbildung 28: Die Abbildung zeigt den Druck in Abhdngigkeit von der Dichte fir die Temperaturen 300 K,
800 K und 1300 K. In Rot dargestellt ist die Losung fir den Druck aus der in dieser Arbeit berechneten
Zustandsgleichung, in Blau ist der Druckverlauf nach der Zustandsgleichung von Juranek et al. (12) abgebildet
und in Grin der vom NIST. (38)

Im Vergleich mit den Tabellenwerten des NIST und den Ergebnissen der Arbeit von Juranek zeigt sich eine
gute Ubereinstimmung unserer Daten, vor allem mit denen des NIST.

Die Zustandsflache von Wasserstoff im Druck-Temperatur-Dichte-Raum ist
damit bekannt. Mit den Messdaten zur Dichte und zum Druck kann daher der
Temperaturverlauf ermittelt werden.

Zu diesem Zweck wurde die Auflosung der Zustandsebene mittels
Interpolationsrechnung erhoht. Dies ist weniger rechenaufwendig als die
direkte Berechnung weiterer Punkte mit der Zustandsgleichung und liefert
hinreichend genaue Ergebnisse.

Das Matlabskript, das die zu den Druck- und Dichte-Messdaten passenden
Temperaturwerte aus der Zustandsebene heraussucht, berechnet die Differenz
der Messdaten mit den Daten der theoretischen Zustandsgleichung und
bestimmt das Minimum. Auf diese Weise wird die Trajektorie des Wasserstoff-
gases in der Ebene ermittelt. Durch Anpassung der Datenauflosung kann die
gewlnschte Genauigkeit erzielt werden. Die folgende Abbildung zeigt das
Ergebnis der Rechnung.

Der Vergleich mit den Werten, die uns das Programm REFPROP des NIST liefert
zeigt, dass dieses Verfahren mit fir unsere Zwecke gentgender Genauigkeit
arbeitet.
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rho-Temp-P-Plot 203
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Abbildung 29: Nach der Berechnung der Temperatur des Wasserstoffgases im LG-Beschleuniger aus den
Messdaten und den Daten der Zustandsgleichung, lasst sich die Trajektorie des Gases (in der Abbildung in
schwarz dargestellt) sehr schon im Druck-Dichte-Temperatur-Raum auf der entsprechenden Zustandsflache
darstellen. Der rote Punkt zeigt den Ausgangspunkt des Gases.
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Abbildung 30: Das Programm REFPROP des NIST ermdglicht es, Vergleichswerte fir die Temperatur aus den
Messdaten zu ermitteln. Die Ubereinstimmung mit den aus der Zustandsgleichung ermittelten Werten ist wie
oben sehr gut zu sehen. In Blau ist die Dichte dargestellt, in Rot der Duck. Die griine Kurve zeigt den mit
REFPROP, die schwarze den mit der in dieser Arbeit ermittelten Zustandsgleichung, berechneten
Temperaturverlauf. Die Temperatur steigt ab 1,8 ms mit steigendem Druck stark an, fallt bei leicht sinkendem
Druck wieder etwas ab und steigt ab 2,15 ms mit dem Druck und der Dichte wieder sehr stark an.

Fraunhofer EMI 61
Bericht A 01/15



Ermittlung weiterer
thermodynamischer GréBen Gber
die Zustandsgleichung

6.2 Die Schallgeschwindigkeit

Neben der Temperatur ist es mdglich, auch andere GréBen aus dem
thermodynamischen Potential F zu ermitteln.

Fur die Schallgeschwindigkeit gilt:

apP
cs = |— 6.2
dplg

FUr die Ermittlung der Schallgeschwindigkeit missen zunachst die Druck- und
Dichte- Werte bei konstanter Entropie ermittelt werden. Zu diesem Zweck
wurde die Entropie aus der Ableitung der freien Energie nach der Temperatur
bestimmt. Denn es gilt:

oF

- 6.3
dTly ...

S =

Die theoretische Zustandsgleichung wurde so berechnet, dass bereits Zeilen
konstanten Volumens in den Ergebnismatrizen stehen. Die Zustandsflache far
Wasserstoff im Entropie-Dichte-Druck-Raum ist in Abbildung 33 aufgefihrt. Ein
Vergleich mit den Daten des NIST ist in Abbildung 34 dargestellt. Es zeigt sich,
dass auch hier die Ubereinstimmung gut ist.
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Abbildung 31: Die Zustandsflache von Wasserstoff im Dichte-Temperatur-Entropie-Raum fir einen Bereich
von 300 K — 1700 K und einer Dichte bis 3,5 * 103 Teilchen/m3 .

rho-Temp-S-Plot
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Abbildung 32: Die Abbildung zeigt die Entropie des Wasserstoffgases tber der Dichte flr verschiedene
Temperaturen. In Rot dargestellt ist die Entropie wie sie aus den obigen Rechnungen folgt, in Griin sind die
Referenzwerte des NIST dargestellt. Die Ubereinstimmung ist bei niedrigen Dichten bis 1 * 1028 T./m? sehr
gut, bei hoheren Werten tritt eine leichte Abweichung auf.
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Die Linien konstanter Entropie wurden durch Interpolation erzeugt. Das
Ergebnis zeigt die folgende Abbildung.

rho-Temp-S-Plot
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e
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78

28
x 10
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Abbildung 33: Die Abbildung zeigt die Entropie im Temp-Dichte-Entropie-Raum nach der Bestimmung der

Kurven konstanter Entropie. Der neue Verlauf der Daten im Vergleich zu Abb. 32 ist am Gitternetz zu
erkennen.

Mittels numerischer Differentiation kann nun die Schallgeschwindigkeit aus
(Gl. 6.2) bestimmt werden. Dabei kommt es, wie die Abbildung 34 zeigt, zu

Fehlern, die durch das obig erwahnte Interpolationsverfahren zur Bestimmung
der Linien konstanter Entropie entstehen.

Die Daten werden durch einen Polynom-Fit geglattet. Das Ergebnis ist im
Vergleich mit den Referenzdaten des NIST akzeptabel, siehe Abbildung 35.
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Abbildung 34: Die Abbildung zeigt das Ergebnis der Schallgeschwindigkeitsberechnung aus der
Zustandsgleichung im Vergleich mit den Werten fir die Schallgeschwindigkeit des NIST. Wie zu sehen ist,
kommt es aufgrund des Interpolationsverfahrens zu einem Stufeneffekt. Qualitativ entspricht der Verlauf in
etwa dem der Referenzdaten.
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Abbildung 35: Zu sehen ist das Ergebnis des Polynom-Fits der Schallgeschwindigkeit im Vergleich mit den

Originaldaten.
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Das Ergebnis ist im Vergleich mit den Referenzdaten akzeptabel, wobei die hier
ermittelten Werte fur die Schallgeschwindigkeit leicht Gber denen des NIST

liegen.

Die Ermittlung des Verlaufes der Schallgeschwindigkeit aus den Mess-
ergebnissen zu Druck und Dichte findet analog zur der fur die Temperatur statt.
Das Ergebnis ist in der folgenden Abbildung zu sehen.

Schallgeschwindigkeit H2-Gas LG-Beschleuniger
2100 | | Schallgeschwindigkeit|
2000 N |
1900 | 1

1800+ | 1

/s

1 TDO [ { ."‘ 1

cinm

1600 IS |
1400 ~— F i

1300, 15 2 25

Zeitins % 10-3

Abbildung 36: Der Verlauf der Schallgeschwindigkeit des Wasserstoffgases im LG-Beschleuniger. Der Verlauf
entspricht qualitativ dem der Temperatur in Abbildung 30. Bei steigendem Druck und Temperatur steigt
gleichfalls die Schallgeschwindigkeit, ab 2 ms kommt es wieder zu einem Abfall parallel zum
Temperaturverlauf.

Neben der Temperatur und Schallgeschwindigkeit lassen sich noch weitere
GroBen ermitteln. Uber den Zusammenhang der inneren Energie mit der freien
Energie, der Temperatur und der Entropie

=F+T-:
U +T-S 6.4

lasst sich diese aus den Ergebnissen der Zustandsgleichung berechnen. Das
Ergebnis dieser Rechnung sowie der Innere-Energie-Verlauf des Treibgases im
Experiment sind in den folgenden Abbildungen dargestellt.
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Abbildung 37: Die Abbildung zeigt die Zustandsflache fir Wasserstoff im Innere-Energie-Dichte-Temperatur-

Rau
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Abbildung 38: Der Vergleich der Ergebnisse fir die innere Energie mit den Daten des NIST (NIST) und Juranek
et al. (12) zeigt leichte Abweichungen bei der Temperatur- und Dichteabhangigkeit. Bei 800 K stimmen die
Werte sehr gut mit den Ergebnissen von Juranek et al. Giberein. Bei 300 K liegen die Werte etwas tiefer, bei
1300 K etwas héher. Im héheren Dichtebereich ist eine Abweichung der Steigung bezlglich der Dichte-
abhangigkeit von den Werten des NIST zu beobachten, hier stimmen unsere Werte besser mit denen

Jura

neks Uberein.
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Abbildung 39: Analog zur Temperaturbestimmung wurde auch fir die innere Energie die Trajektorie des
Treibgases auf der entsprechenden Zustandsflache im Dichte-Temperatur-Innere-Energie-Raum ermittelt. Der
blaue Punkt unten links zeigt den Ausgangszustand des Gases.

5 Freie Energie H2-Gas LG-Beschleuniger
41810

I;Innere Energie
-4.19} A .

421} o 1

422 f \ ]

-4.23 .f ""\ A 1
4‘\\’\)"\‘ I

424 /\,\\’/mr,ﬁq\f \/ -

4,25 1

-4.26
it s
Zeitin s x 10
Abbildung 40: Die Abbildung zeigt der Verlauf der inneren Energie des Wasserstoffgases im Experiment.

Analog zum Temperaturverlauf in Abbildung 30 sieht man bei 2 ms einen Abfall der inneren Energie, sowie
den anschlieBenden Anstieg parallel zum Temperatur- und Druckanstieg in Abbildung 30.
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7 Schlussfolgerung

In dieser Arbeit wurde erstmals die Dichte des Treibgases in einem
Leichtgasbeschleuniger experimentell bestimmt. AuBerdem wurde eine
Zustandsgleichung fur Wasserstoff entwickelt, die den Temperatur- und
Dichtebereich des Treibgases abdeckt. So konnten aus den Messergebnissen fur
die Dichte zusammen mit Messwerten fur den Druck die Temperatur und die
Schallgeschwindigkeit des Gases ermittelt werden. Die so gewonnenen Daten
koénnen nun zur Verbesserung bzw. zur Entwicklung leistungsstarkerer
Leichtgasbeschleuniger genutzt werden.

Das hier angewandte Messprinzip zur Bestimmung der Dichte kann auch auf
andere Leichtgasbeschleuniger oder ahnliche Applikationen Ubertragen
werden.

Der Gliltigkeitsbereich der vorgestellten Zustandsgleichung lasst sich bei Bedarf
erweitern, wenn Effekte wie Dissoziation und lonisation beachtet werden
sollen. An dieser Stelle sei auf die Arbeiten von Juranek et al verwiesen (12).

Bei den Dichtemessungen kam es bei den durchgefiihrten Versuchen ab einem
Wert von etwa 8 kg/m3 zu einem Abbruch des Messsignals. Die genaue
Ursache konnte im Rahmen dieser Arbeit nicht geklart werden.

Das Ziel dieser Arbeit, den Zustand des Treibgases Wasserstoff in einem
Leichtgasbeschleuniger tber den Zeitraum des Abschussvorganges zu
bestimmen, wurde im Wesentlichen erreicht. Fir zuklnftige Messungen muss
nun die Ursache fur die Verdunkelungserscheinungen gefunden werden.
AuBerdem muss der Grund fur die sich wahrend des Versuches andernde
Phasendifferenz der beiden Photodioden gefunden werden, um genauere
Werte fur die Dichte zu erlangen. Weitere Eigenschaften des Treibgases wie
etwa die spezifische Warmekapazitat oder die Kompressibilitat konnen Gber die
in der Arbeit entwickelte Zustandsgleichung bestimmt werden.
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AbkUrzungsverzeichnis

e PY: Percus-Yevick
e T.: Teilchen bzw. Molekdl
e NIST: National Institute of Standards and Technology

e Zstgl: Zustandsgleichung

Abkurzungsverzeichnis
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Formelzeichen

10  Formelzeichen

e F: Freie Energie [ﬁ]

e P:Druck [Pa]
e p:Dichte [%] bzw. [%]
e T: Temperatur [K]

e S: Entropie [ﬂ

e U: Innere Energie [ﬁ]

m
S

e ¢s: Schallgeschwindigkeit [ ]
e V:Volumen [;n—;] bzw. [m;]
e g: radiale Verteilungsfunktion
e E:Energie [J]

e n: Brechungsindex

e &, Elektrische Feldkonstante

a: Polarisierbarkeit
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Skripte

MATLAB-Skript zur Berechnung der Zustandsgleichung von Wasserstoff

clear all
clc

$Naturkonstanten:
m=2.01588*1.66054*10"(-27) ;
me=9.1094*10"-31;
hquer=1.05457*10" (-34) ;
h=6.626*10"-34;
NA=6.022*10"23;
kB=1.38*10"(-23);

Temp=250;%215 K ist hier Minimum, da sonst Fel nicht

kann, denn Qel ist dann >107308!
e=2.71828;

el=1.602177*10"(-19);
eps0=8.854188*10"(-12) ;
abohr=0.529177*10" (-10) ;

%Erstelle Temperaturvektor:
TempJ=zeros (7,1);
TempJd (1,1)=300;

TempJd (2,1)=400;
TempJd (3,1)=600;
TempJ (4,1)=800;
TempJd (5,1)=1000;
TempJ (6,1)=1300;
TempJd (7,1)=1700;

TempJd=300:5:1700;
TempJd=transpose (Tempd) ;

load('mats\ne Jur.mat', 'neJ')

%$Lade Dichtevektor aus Datei
fileID_Jrho:fopen('txts\rho_Jur.txt');

JrhoO=textscan (fileID Jrho, '$s', 'Delimiter', "', ");

Jrho=str2double (Jrho0{1,1});
Jrho a=Jrho(1:47,1)*10"3/m;

rho hres=zeros(1l,1);
y0=-1.145*10"24;

mehr berechnet werden
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A1=9.47072*10723;
t1=-4.34399;
i=0;
% Berechne Dichtevektor hoher Auflésung fir die Interpolation:
for x=1:0.5:46 %0.9, 0.005 , 47
i=i+1;
Jrho_a(i,1)=Al*exp(-x/tl)+y0;%5%10722:10725:3%10"28;
end
i=0;

minrho=1*10"25;
maxrho=3*10726;%3.7607*10"28;
Jrho_a = transpose (linspace (minrho,maxrho,100));

%$Erzeuge flr Rechnungen benotigte Variablen:
nm=4;
V=length (Jrho a);%/nm;

dHK=zeros (10, 1) ;
dHK min=zeros (10,1);

Ftrans=zeros(1l,1);
Frot=zeros(1l,1);
Fvib=zeros(1,1);
Fdiss=zeros (1,1);
FKerley=zeros(1l,1);
Feln=zeros(1l,1);

% Fel2=zeros(1l,1);
Fred=zeros(1l,1);
FelI=zeros(1l,1);
Fpol=zeros (1,1);
ri=zeros(l,1);
re=zeros(1l,1);
Fkorr=zeros (1,1);
$Fideal=zeros(1,1);
BAi0O=zeros(1l,1);
BAe00=zeros (1,1);
BAiO=zeros(1,1);
BAeO=zeros (1,1);

Fc=zeros(1l,1);
Fc min=zeros(1,1)
Fc min2=zeros (1,1
1,1
)

FH2 min=zeros ( ;
FH min=zeros (1,1
FH2=zeros (1,1);
FH=zeros (1,1);
ETA=zeros (1,1);

ETA min=zeros(1l,1);

)7
)

’
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I=zeros(999,1);

ye=zeros (1,1);
Theta=zeros (1,1);
Qel2=zeros(1,1);

rho=zeros (1,1);
%$Fgesl=zeros (25,1);
Temp2=zeros(1,1);
Tempnr=0;

%$Beginne mit Berechnung der Zustandsgleichung

$Arbeite die Zustandsgleichungen fiir die verschiedenen Temperaturen ab:
for Tempnr=1l:length (TempdJ)

Temp=TempdJd (Tempnr, 1) ;
Temp2(lzlength(Jrho_a(:,l)),Tempnr)=Temp;

kB=1.38065*10"(-23) ;

$Temp=300;

hquer=1.05457*10" (-34) ;

$N=125;

m=2.01588*1.66054*10" (-27) ;
thermWell=sqgrt (2*pi*hquer”2/ (m*kB*Temp) ) ;
NA=6.022*10"23;

$Variablen fuer g:

dr=0.01;

M=100;

NM=10;

N=1000; $2"NM;
RM=dr*N;

y2=zeros (1001,1);
g=zeros (1001,V);
x=zeros (1,1);
HOR=zeros (1001,V) ;
Q=zeros (1001,1);

$Berechnung des Wechselwirkungsanteils der Freien Energie Fc:
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k=0;

$n=5*10"22-4*4*10"26;

$dn=4*4*10"26;

p=0;

%$Berechne die Zustandsgleichung fiir verschiedene Dichten. k lauft die
$verschiedenen Werte im Dichtevektor ab.

for k=1:V

%$Beil der Storungsrechnung wird nach dem harte Kugel Durchmesser
gminimiert. d lauft ein vorher definiertes Interval von
$Durchmeserwerten ab.

n=Jrho_a(k,1);%n+dn;

rho (k) =n;

dstart=(0.001*6/ (pi*n))~(1/3);
dstopp=(0.6*6/ (pi*n) )"~ (1/3);

dd= (dstopp-dstart) /500;

for d=dstart:dd:dstopp%0.5*107-10:10"(-12) :3.5*10" (-10)

p=p+l;

dHK (p) =d;
eta=pi/6*n*d"3;
ETA (k,p)=eta;

$Berechnung der Radialen Verteilungsfunktion g eines Harte

Kugelsystems fir
%den entsprechenden Kugeldurchmesser d bzw.

resultierenden Packungsdichte.

der mit der Dichte

$eta=pi*n*d"3/6;

d2=(2*eta* (eta”2-3*eta-3+sqrt (3* (eta™4-

2*eta”3+eta2+6*eta+3))) ) (1/3);
mO0s=2*eta/ (l-eta) * (-1-d2/ (2*eta) -eta/d2) ;
m0=m0s/d;

als=2*eta/ (l-eta) * (-1+d2/ (4*eta) —eta/ (2*d2)) ;
bO0s=2*eta/ (l-eta) *sqgrt (3) * (-d2/ (4*eta) -eta/ (2*d2)) ;
al0=als/d;

b0=b0s/d;

y=atan (-d/b0* ((als* (a0"2+b0"2) -
mOs* (a0"2+b0"2)) * (1+1/2*eta)+ (a0”24+4b072-m0*a0) * (1+2*eta)) ) ;
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0s=-0.682*%exp (-24.697*eta)+4.720+4.450%eta;
ks=4.674*%exp (-3.935%eta)+3.536*%exp (-56.270*eta) ;
as=44.554+79.868*%eta+116.432*%eta"2-44.652*%exp (2*eta) ;
bs=-5.022+5.857*eta+5.089%*%exp (-4*eta);

b=bs/d;

a=as/d;

o=o0s/d;

kappa=ks/d;

rss=2.0116-1.0647*eta+0.0538*eta”2;
rs=rss*d;

gm=1.0286-0.6095%*eta+3.5781*eta”2-21.3651*eta"3+42.6344*ecta™4-
33.8485*%eta”5;
gsex=1/ (4*eta) * ((1l+etat+teta™2-2/3*eta”3-2/3*eta™4)/ (l-eta) ~3-1);

B=(gm- (d*gsex/rs) *exp (m0* (rs-d)) )/ (cos (b* (rs-d) +y) *exp (a* (rs-
d))-cos (y) *exp (m0* (rs-d))) *rs;
A=d*gsex-B*cos (y) ;

delta=-o*rs-atan ((kappa*rs+1)/ (o*rs));
C=(rs* (gm-1) *exp (kappa*rs) )/ (cos (o*rs+delta)) ;

i=0;

for r=0:0.01:10

i=i+1;
X (1i,1)=r*d;

if x(1)<d
g(i,k)=0;
end

>=d && x(i)<=rs

if x (1)
(i,k)=A/x(1)*exp (m0* (x(i)-d))+B/x (i) *cos (b* (x (i) -

g
) ;

’

d) +y) *exp (a* (x (1) -d)
end

if x(i)>=rs
g(i,k)=1+C/x (1) *cos (o*x (i)+delta) *exp (-kappa*x (1)) ;
end
end
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$Berechnung von Fc
$Fc=min (FHK+FH2H2) ;

%$Berechne die Freie Energie der Wechselwirkung eines Harte
Kugelsystems FHK:

FHK=kB*Temp*NA* (4*eta-3*eta”2)/(l-eta)"2;

x=zeros (1000,1);
xPhi=zeros (1000,1) ;
FH2H2 O=zeros (1000,1);
Phi=zeros (1000,1);

%$Phi-konstanten:
alpha=11.1;
epsilon=36.4*kB;
ra=3.43*10"(-10);
W=1.45855*10"(-10) ;
A=313369*kB;
B=2.24478*10" (10) ;

$Bestimme das Integral in der Storungsrechnung
for r=0:0.01:10

i=i+1;
xPhi (1) =r*d;
X (1) =r;

if xPhi (i)>W

(1
Phi (i) =epsilon/ (alpha-6) * (6*exp (alpha* (1-xPhi (i) /ra)) -
alpha* (ra/ (xPhi(i))) "6);
else
Phi (i)=A*exp (-B*xPhi (1))
end

FH2H2 0(i)=x(1i)"2*Phi(i)*g(i,k);

end
i=0;
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for t=1:1000

I(t,k)=(x(t+l)-x(t))* (FH2H2 O (t+1)+FH2H2 0(t))/2;
end

sfigure
$plot (x,FH2H2 0)
FH2H2=NA*12*eta*sum (I (1:1000,k));

Fc (k,p) =FHK+FH2H2;
FH2 (k, p) =FH2H2;
FH (k, p) =FHK;

end
p=0;

Skripte

%$Suche Minimum aus dem Vektor mit den verschiedenen Freien Energien

die zu
%den verschiedenen entsprechenden Harte Kugel Durchmessern gehdren:
[C,K]=min(Fc(k, :));
Fc_min (k, Tempnr) =C;
dHK min (k, Tempnr)=dHK (K) ;
FH2 min (k, Tempnr)=FH2 (k,K) ;
FH min (k, Tempnr)=FH (k,K) ;
ETA min (k, Tempnr)=ETA (k,K) ;

end

figure
plot (xPhi, Phi)

figure
plot(x(1:1000),I(:,1))
title ('I-x-Plot"')
xlabel ('x")

ylabel ('I")
hold on
plot(x(1:999),I(:,50))
hold on

plot (x(1:999),I(:,100))
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%$Berechne Freie Energie der Rotation, Translation, Vibration etc.:

Ra=2*10"(-10);%Ra ist der mittlere Abstand der beiden H-Atome im H2-

Molekiil!

en=5*10"22-4*4*10"26;

%dn=

for

4*%4*10726;
i=1:V

n=Jrho_a(i,1);%n+dn;
rho (i)=n;

n2=n/NA;
D0=7.17134*10"-19;
I0=152018.3*kB;
Pr=87.5;

Pv=6320;
sigma=Pr/Temp;

u=Pv/Temp;
delta=5.17*10"-2;
gamma=1.43*10"-2;
x2=2.736*10"-2;

Qtrans= (2*pi*m*kB*Temp/h"2) " (3/2)*1/n2;
Qrot=1/sigma* (1+sigma/3+sigma~2/15+4*sigma”~3/315) ;
Qvib=(l-exp (-u))"-1;

Qdiss=exp (DO/ (kB*Temp) ) ;

% Fell

sumQel=1"2* (exp (I0/ (1"2*kB*Temp) ) -1-I0/ (1" 2*kB*Temp) ) ;

for s=2:100
sumQel=sumQel+s"2* (exp (I0/ (s"2*kB*Temp) ) -1-I10/ (s"2*kB*Temp) ) ;

end
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Qel=4*sumQel;

FelI (i, Tempnr)=-kB*Temp*NA*2*1og (Qel) ;

o°

$Fred
eta=pi/6*n*dHK min (i, Tempnr) "3;

o oo

o°

Fred (i, Tempnr)=-kB*Temp*NA* (neJ (i, Tempnr) +neJ (i, Tempnr)) /n*log (1-
eta);

©
©

%$FKerley
%$low density approach:
I0b=13.6*1.602*107-19;
geb=2*e/n* (2*pi*me*kB*Temp/h"2) " (3/2);

qa=2;
Ab=geb*exp (-I0b/ (kB*Temp) )/ (e*qga) ;
fb=1/2* (sqrt (Ab) *sqgrt (Ab+4) -Ab) ;

FKerley (i, Tempnr)=NA*kB*Temp* (2*fb*log (fb)+ (1-fb) *log (1-fb) - (1-
fb) *log(ga) -fb*log (geb) +fb*I0b/ (kB*Temp) ) ;

Ftrans (i, Tempnr)=-kB*Temp*NA*log (1l/ (NA/e) *Qtrans) ;

Ftrans2=-kB*Temp*NA* (-1log (NA) +1log (Qtrans) +1) ;

Frot (i, Tempnr)=-kB*Temp*NA*log (Qrot) ;

Fvib (i, Tempnr)=-kB*Temp*NA*log (Qvib) ;

Fkorr (i, Tempnr)=-kB*Temp*NA* (1/u* (8*gamma+delta*u/ (exp (u) -
1)+2*x2*u”2/ (exp (u)-1)"2));

Fdiss (i, Tempnr)=-kB*Temp*NA*log (Qdiss) ;

$Fel (i, Tempnr)=-kB*Temp*NA*2* (1log (Qel) ) ;

end

end

$Addiere die verschiedenen Anteile zur Freien Energie zu gesamten Freien
%$Energie des Systems Fgesl zusammen:
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Fcl=Fc min;%-Fc min (2);
Fel=Fell;%FKerley;

Fideal=Ftrans+Frot+Fvib+Fkorr+Fdiss; $+Fel

Fgesl=(Fideal+Fcl);

%$Berechne den Druck aus der Ableitung der Freien Energie:
rho=transpose (rho) ;
V=1./rho*6.022*10"23;

dF=diff (Fgesl);

dv=diff (V) ;

P=zeros (length(dF(:,1)),1);
rho2=zeros (length (Fgesl(:,1)),1);

for i=1:Tempnr
P(:,1)=-dF (:,1)./dv;
rho2 (:,1)=rho;

end

PMPA=P/10"6;

sSpeichere wichtige Variablen:

save ('mats\Dichte Druck Temp rda.mat', 'rho2',6 'P', 'Temp2')

save ('mats\Dichte FreieE Temp rda.mat','rho2',6 'Fgesl', 'Temp2')

save ('mats\FreieE Anteile rda.mat', 'Fgesl',6 'Fideal','Ftrans', 'Frot', 'Fvib',"
Fkorr','Fdiss', 'Feln', 'Fell', 'FKerley"')

save ('mats\dHK Qel2.mat', 'dHK min")

%plote die Ergebnisse:

h=figure;

surf (rho2(l:1:1length(P(:,1)),1:14:141) ,Temp2(l:1:1length(P(:,1)),1:14:141),P(
l:1:1length(P(:,1)),1:14:141), '"FaceAlpha',0.6)
title('rho-Temp-P-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m”3','FontSize',18)

ylabel ('Temp in K', 'FontSize',18)

zlabel ('P in Pa', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

axis vis3d

print (h, '-dpng', 'plots\rho-Temp-P-Plot','-r300");

Q

% close (h)

h2=figure;
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surf (rho2(1:1:91,1:14:141) ,Temp2(1:1:91,1:14:141) ,Fges1(1:1:91,1:14:141), 'Fa
ceAlpha',0.06)

title ('rho-Temp-F-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m”3', 'FontSize',18)

ylabel ('Temp in K', '"FontSize',18)

zlabel ('F in J/mol', "FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

camorbit (-20,20)

axis vis3d

print (h2, '-dpng', 'plots\rho-Temp-F-Plot','-r300"');
% close (h2)

h3=figure;

plot(x,g9(:,25))

title('Radiale Verteilungsfunktion fir Harte Kugeln', 'FontSize',18)
xlabel ('r in Angstroem', 'FontSize',18)

ylabel ('g', "FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h3, '-dpng', 'plots\Radiale Verteilungsfunktion fiir Harte Kugeln', '-
r300");

% close (h3)

hd=figure;

plot (x(85:1001),Phi(85:1001))
title('H2-Potential', 'FontSize',18)

xlabel ('r in Angstroem', '"FontSize',18)

ylabel ('Phi in J', '"FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h4, '-dpng', 'plots\H2-Potential', '-r300");
% close (h4)

Fgesll=1ogl0 (Fgesl) ;
Ftransl=1oglO (Ftrans);
Frotl=1loglQ (Frot);
Fvibl=1ogl0 (Fvib) ;
Fkorrl=1loglO (Fkorr) ;
Fdissl=1ogl0 (Fdiss) ;
Fcll=1loglQ (Fcl);
Felnl=1logl0 (Feln);

h5=figure;

pl=plot (rho2(:,1),Fgesll(:,1),'r"', "Linewidth',2);
hold on

p2=plot (rho2(:,1),Ftransl(:,1),'g', 'LineWidth',2);
hold on

p3=plot (rho2(:,1),Frotl(:,1), 'Color',[1 0.5 0.2], ' 'LineWidth',2);
hold on
p4=plot(rho2(:,1),Fvibl(:,1), 'b', 'LineWidth',2);
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hold on

p5=plot (rho2(:,1),Fkorrl(:,1), 'm', 'LineWidth',2);
hold on

p6=plot (rho2(:,1),Fdissl(:,1),'c', '"LinewWidth',2);
hold on

p7=plot (rho2(:,1),Fcll(:,1),"'k', 'LineWidth', 2);

% hold on

% p8=plot(rho2(:,1),Felnl(:,1),'b', 'Linewidth',2);

legend ([pl (1) p2(1) p3(1) p4(1l) p5(1) p6(l)

p7(1)],'F {ges}','F {trans}','F {rot}','F {vib}','F {korr}','F {diss}','F {r
es}")

title('F-rho-Plot bei T=300K', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m"3', '"FontSize',18)

ylabel ("logl0O(F) in J/mol','FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h5, '-dpng', 'plots\F-rho-Plot bei T=300K', '-r300');

% close (hb)

he=figure;

plot (Temp2 (15, :),FelI(15,:),'r")

hold on

plot (Temp2 (15, :),FKerley(15,:),'g")

% hold on

% plot (Temp2 (15, :),Fred(15,:),'b")

hold on

plot (Temp2 (15, :),Feln(15,:),"'k")

hold on

plot (Temp2 (15, :),Fdiss (15,:),'c")
title('F-rho-Plot bei T=300K', 'FontSize',18)
xlabel ('Temp in K', 'FontSize',18)

ylabel ('"logl0(F) in J/mol','FontSize',18)
set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h6, '-dpng', 'plots\Fel-rho-Plot bei T=300K', '-r300");
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Berechnung des Druckes, der Entropie, der Inneren Energie, Interpolation der
Zustandsgleichung

clear all
clc

NA=6.022*10"23;
kB=1.38*10"(-23) ;
m=2.01588*1.66054*10" (-27) ;

%$Lade die Ergebnisse der Zustandsgleichungsberechnung. Lade auRerdem Werte
zu verschiedenen Thermodynamischen Grdében

%$des Programms Refprop sowie aus Berechnungen von Juranek et al. zum
%$Vergleich mit den hier zu berechneten Grobken.
load('mats\Dichte FreieE Temp rda.mat','rho2', 'Fgesl', 'Temp2')

load('mats\U Jur.mat', 'UJ")
load('mats\U_Refprop.mat','U_Ref')
load('mats\SiRefprop.mat','Sref')
load('mats\PiRefprop.mat','Pref')

load('mats\F Refprop.mat','Fref')
load('mats\rho Temp Ref.mat', 'rhoref', 'Tempref')

Pref=Pref*1076;

$Flihre eine Splineinterpolation der F-rho-Zstgl-Daten durch um eine hohere
Auflosung zu erhalten.

rho _hres=zeros(1,1);

y0=-1.145*10"24;

Al1=9.47072*10"23;

t1=-4.34399;

i=0;

% Berechne Dichtevektor hoher Aufldsung fir die Interpolation:
for x=1:0.005:46 %0.9, 0.005 , 47

i=i+1;
rho _hres (i, 1)=Al*exp (-x/tl)+y0;%5%10722:10725:3%10"28;
end
% rho _hres = transpose(linspace (min(rho2(:,1)),max(rho2(:,1)),4000));

Nrho=length (rho hres);
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Ffit=zeros (Nrho,1);
for i=l:length(Fgesl (1, :))

Ffit(:,i)=interpl (rho2(:,1i),Fgesl(:,1),rho _hres, 'spline');
end

$Wiederhole den Vorgang fiur die F-Temp-Zstgl-Daten:

NT=length (Temp2 (1, :));
T hres=zeros(length(rho hres),NT);

for i=1:NT
T hres(:,1i)=Temp2(1,1i);
end

T hres2=300:1:1700;

T hres2=transpose (T _hres2);
Ffit2=zeros (l,length(T hres2));
for i=l:length(Ffit(:,1))

Ffit2 (i, :)=interpl (T hres(i,:),Ffit(i,:),T _hres2, 'spline');

rho _hres2=zeros (length(rho hres),length(T hres2(1,:)));

for i=l:length (T _hres2(:,1))
rho hres2(:,1i)=rho_hres(:,1);
end

T hres3=zeros (length(rho hres),length(T _hres2(1l,:)));
for i=l:length (T _hres2(:,1))

T hres3(:,1i)=T hres2(i,1);
end
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%$Berechne den Druck aus der Ableitung der interpolierten Freien Energie:
Vol=1l./rho hres2.*(6.022*10723);%*6.022*10"23;

dF=zeros (length (Ffit2(:,1)),1);
dv=zeros (length (Ffit2(:,1)),1);

for i=l:length(Ffit2(1,:)

)
drF(:,1) gradlent(FfltZ(.,l))
dV (:,1)=gradient (Vol(:,1));
end

P=-dF./dv;

%$Berechne analog zu P die Entropie S aus der Ableitung der Freien Energie:

Ffit2=transpose (Ffit2);
T hres3=transpose (T hres3);

dF2=zeros (length(Ffit2(:,1)),1);
)

dT=zeros (length (Ffit2(:,1)),1)
for i=l:length(Ffit2(1,:))
dF2(:,1i)=gradient (Ffit2(:,1));
dT (:,1i)=gradient (T _hres3(:,1));

end
S=-dF2./dT;

Ffit2=transpose (Ffit2);
T hres3=transpose (T _hres3);
S=transpose (S);

%$Berechne die Innere Energie aus der Entropie:

Ul=(Ffit2(:,1:1length(T hres3(1l,:)))+T hres3(:,1l:length(T hres3(1l,:))).*S);
$U=(T_hres3(l:length(P),1l:1length(S(1,:))).*S(l:1length(P),:)-
P(:,1:1length(S(1l,:))).*Vol(l:length(P),l:1length(s(1l,:))));
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logz=Ffit2./ (-kB*T hres3*NA);

logZ=transpose (logZ) ;
T hres3=transpose (T hres3);

df=zeros (length(logZ(:,1)),1);
dT=zeros (length(logZ(:,1)),1);

for i=l:length(logZ (1, :))

df (:,1)=gradient (logZ(:,1));

dT (:,1i)=gradient (T _hres3(:,1));
end

U2=T hres3(l:length(df(:,1)),:).*df./dT;

logZ=transpose (logZ) ;

T hres3=transpose (T _hres3);
U2=transpose (U2) ;

U2=02.* (kB*T _hres3(:,1l:length(U2(1,:))) *NA);

U=U1;

%Gleiche die Verschiebung der hier ermittelten thermodynamischen GroBen
srelativ zu den VergleichsgrdBlen (Refprop und Juranek) aus um besseren
$grafischen Vergleich zu ermdglichen:

$ Ffit2=Ffit2+FJ(1,3)-Ffit2(1,1);

FJ=FJ+Fgesl (1,1)-FJ(1,3);

UJ=uJ+u(1,1)-0J(1,3);

U Ref=U Ref+U(1,1)-U Ref(1,1);

Sref=Sref+S(1,1)-Sref(1,1);

Fref=Fref+Fgesl(1l,1)-Fref(1,1);

$Plotte die Ergebnisse:
h=figure;

pl=plot (rhodJd,FJ, 'b");
hold on
p2=plot (rho2(:,
, 'LineWidth', 2);
hold on

p3=plot (rhoref (1:46,1:6),Fref,'g', '"LineWidth',1.5);
legend([pl(1),p2(1),p3(1)],"F {Juranek}','F {Zstgl}','F {NIST}")
title('FJ-F-rho-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in Teil./m”3','FontSize',18)

ylabel ('F in J', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h, '-dpng', 'plots\FJ-F-rho-Plot',6 '-r300');
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% close (h)

rho hresmol=rho hres2/(NA);
Vol mol=1l./rho hresmol;

save ('mats\Dichte Druck Temp Spline.mat', 'rho hres2', 'P','T hres3"')

save ('mats\Dichte FreieE Temp Spline.mat', 'rho hres2', 'Ffit2','T hres3"')

save ('mats\Dichte InnereE Temp Spline.mat',6'U'")
(

save ('mats\Dichte Entropie Spline.mat','S")
1Pl=length(P(:,1));

lel=round((lPl 90) /90) ;
1U2=length(U(1,:));

dlU2=round((lU2 10)/10)

h2=figure;

surf (rho hres2(1:d1P1:1P1,1:d1U02:102),T hres3(1:dlP1:1P1,1:d1U02:102),Ffit2(1
:dlP1:1P1,1:d1U0U2:102), 'FaceAlpha',0.6)
title('rho-Temp-F-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m"3', '"FontSize',18)

ylabel ('Temp in K', 'FontSize',18)

zlabel ('F in J','FontSize',18)

camorbit (-20,20)

set (gca, 'FontSize',18)

axis vis3d

print (h2, '-dpng', 'plots\rho-Temp-F-Plot-2','-r300");
% close (h2)

°

h3=figure;

surf (rho hres2(1:d1P1:1P1,1:d1U02:102),T hres3(1:dlP1:1P1,1:d1U02:102),P(1:d1P
1:1P1,1:d1U02:1U02), 'FaceAlpha',0.6)
title('rho-Temp-P-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m”3','FontSize',18)

ylabel ('Temp in K', '"FontSize',18)

zlabel ('P in Pa', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

axis vis3d

print (h3, '-dpng', 'plots\rho-Temp-P-Plot-2','-r300");
% close (h3)

o

hd4=figure;

surf (rho hres2(1:d1P1:1P1,1:d1U2:102),T hres3(1:d1P1:1P1,1:d1U2:102),U(1:d1lP
1:1P1,1:d1U02:102), 'FaceAlpha',0.6)

title('rho-Temp-U-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m”3', 'FontSize',18)

ylabel ('Temp in K', 'FontSize',18)
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zlabel ('U in J', '"FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

axis vis3d

print (h4, '-dpng', 'plots\rho-Temp-U-Plot','-r300");
% close (h4)

h5=figure;

surf (rho hres2(1:d1P1:1P1,1:d1U2:102),T hres3(1:dl1P1:1P1,1:4102:102),S(1:

1:1P1,1:d1U02:102), 'FaceAlpha',0.6)
title('rho-Temp-S-Plot', "FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m”3', 'FontSize',18)

ylabel ('Temp in K', 'FontSize',18)

zlabel ('S in J/K', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

axis vis3d

print (h5, '-dpng', 'plots\rho-Temp-S-Plot','-r300");
% close (hb)

he=figure;

pl=plot (rho hres2(1:d1pl:1pP1,([1,501,1001]),0(1:d1pP1:1P1,[1,501,1001]), "'~
')y %[1,501,1001)

ax=get (gca) ;

cat=ax.Children;

set (cat (1), 'EdgeColor', "'none') ;

hold on

p2=plot (rhod(:,[3,6,8]),U0Jd(:,[3,6,8]),"'-b.");

hold on

p3=plot (rhoref(1:46,[1,4,6]),U Ref(1:46,[1,4,6]),"'-g.");
legend([pl(1),p2(1),p3(1)],'U {Zstgl}','U {Juranek}','U {NIST}");
title('rho-Temp-U-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m"3', '"FontSize',18)

ylabel ('U in J', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h6, '-dpng', 'plots\rho-Temp-U-Plot 2D','-r300');

% close (ho)

o

o° o H

o°

h7=figure;

pl=plot(rho hres2(l:d1p1:1P1,[1,501,1001]),S(1:d1P1:1P1,[1,501,1001]), " -
")

ax=get (gca);

cat=ax.Children;

set (cat (1), 'EdgeColor', "'none');

hold on

p2=plot (rhoref(1:46,[1,4,6]),Sref(1:46,[1,4,6]1),"'-g.");
legend([pl(1),p2(1)],'S {Zstgl}','S {NIST}")
title('rho-Temp-S-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m”3', 'FontSize',18)

o o° H

oe
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ylabel ('S in J/K', '"FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h7, '-dpng', 'plots\rho-Temp-S-Plot 2D','-r300"');
% close (h7)

h8=figure;
pl=plot(rho_hres2(1:d1p1:1P1,[1,501,1001]),Ffit2(1:d1P1:1P1, [1,501,1001])
r.");

ax=get (gca);

cat=ax.Children;

set (cat (1), 'EdgeColor', "'none') ;

hold on

p2=plot (rhod(:,[3,6,8]),FJd(:,[3,6,8]),"'-b.");

hold on

p3=plot (rhoref(1:46,[1,4,6]),Fref(1:46,[1,4,61),"'-9.");

legend ([pl(1l),p2(1),p3(1)],'F {Zstgl}','F {Juranek}','{F NIST}')
title('rho-Temp-F-Plot', '"FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m”3', 'FontSize',18)

ylabel ('F in J', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h8, '-dpng', 'plots\rho-Temp-F-Plot 2D','-r300");

% close (h8)

o o

o\

h9=figure;

pl=plot (rho hres2(1:145:9000,([1,501,1001]),P(1:145:9000,[1,501,10011), '~
r.");

hold on

p2=plot (rhoJd(:, [3,6,8]1),PJ(:,[3,6,8]1),"'-b.");

hold on

p3=plot (rhoref(1:46,[1,4,6]),Pref(1:46,[1,4,61),"'-g.");
legend([pl(1),p2(1),p3(1)],"'P {Zstgl}','P {Juranek}','P {NIST}")
title('rho-Temp-P-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m”3', 'FontSize',18)

ylabel ('P in Pa', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h9, '-dpng', 'plots\rho-Temp-P-Plot 2D','-r300");

% close (h9)

hl0=figure;

pl=plot(rho hres2(l:dl1p1:1P1,[1,501,1001]),Ffit2(1:d1P1:1P1,[1,501,10017])
r.");

legend(pl (1), 'F {Zstgl}")

title('rho-Temp-F-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m”3', '"FontSize',18)
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ylabel ('F in J', "FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h10, '-dpng', 'plots\rho-Temp-F-Plot solo 2D','-r300'");
% close (h1l0)
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Bestimmung der Temperatur des Treibgases aus den Messdaten und den
Ergebnissen der Zustandsgleichungsberechnung

clear all
clc

%$Lade Daten zum Anfangsdruck sowie die zuvor aus der Zustandsgleichung
berechneten Dichte, Druck und

$Temperaturdaten:

fileID FD=fopen ('txts\Fuelldruck 203.txt");
FDO=textscan(fileID FD,'%s', 'Delimiter',',");

FD=str2double (FDO{1,11});

load('mats\Dichte Druck Temp Spline.mat', 'rho hres2','P','T hres3')

rho hres2=rho _hres2(l:length(P(:,1)),1l:1length(P(1,:)));
T hres3=T hres3(l:length(P(:,1)),1l:1length(P(1,:)));

m=2.01588*1.66054*10" (-27);
rho hresZ2=rho hres2*m;
Pzst=P*10"-5;

%Lade Messdaten der Druck und Dichte-Messung:
load('mats\Druck 203.mat','P', "tP")
load('mats\Dichte 203.mat', 'rho','t")

Pm=sum (P (1:1000))/1000;
P=P- (Pm-FD) ;
Porig=P;

$Filtern der Druck-Daten mit in Matlab implementiertem Butterworth-Filter:

num_bins=length (P);

al=butter (5, 0.001, "low'");
,al=chebyl(5,0.5,0.001);

%$Linear Filter:
%$ b = fir1 (100, 0.0001);
$ a=1;

o\

H=freqgz (b,a, floor (num bins/2));
figure
plot (0:1/ (num bins/2-1):1,abs(H),'r")

o\

oe

Fraunhofer EMI
Bericht A 01/15 95



Skripte

P filtered=filter (b, a,P);

[C,K]=max (P _filtered);
[Cl,Kl]=max (P);

dK=K-K1;
for i=1l:1length(P)-dK

P filtered(i)=P filtered(i+dK);
end

o°

figure

plot (P, 'g")

hold on

plot (P _filtered,'r'")

o° o

o\

P=P filtered;

%$Berechne Druck-Punkte, fir die Dichte-Punkte zur Verfigung stehen (Da die
Dichte nur fir die Positionen

%der Peaks des Diodensignals auf der Zeitskala berechnet wurde existieren
sehr viel mehr Werte flir den Druck

$pro Zeitinterval als flir die Dichte. AuBerdem ist die Dichte nur fir einen
kleinen Abschnitt bekannt) :

tPneu=zeros (1,1);

Pneu=zeros(1l,1);

ttest=t;

tlaenge=length(ttest);

for j=l:tlaenge
scont=false;
for i=1l:length (tP)

k=7;

if j==tlaenge-1

ttest (tlaenge+l)=ttest (tlaenge)+ttest (tlaenge)-ttest (tlaenge-1);
elseif j==tlaenge

ttest (tlaenge+2)=ttest (tlaenge+l)+ttest (tlaenge)-ttest (tlaenge-1);
end
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if tP(i)>ttest (k) && tP(i)<ttest (k+2)

tPneu(j,1)=tP(1);
Pneu(j,1)=P(1);
%cont=true;

end

end
end

%plotte die neuen Werte fir den Druck
hl=figure;

plot (tP,Porig, 'b'")

hold on

plot (tP,P,'g', 'Linewidth', 1)

hold on

plot (tPneu, Pneu, 'r', 'LineWidth', 2)
title('P-t-Plot 203','FontSize',18)
xlabel ('Zeit in ms', 'FontSize',18)
ylabel ('P in bar', "FontSize',18)
set (gca, 'FontSize',18)

grid on

%&& cont==false

print (hl, '-dpng', 'plots\P-t-Plot 203','-r300"');

Fpause

Pfit2=Pzst;

$Finde die zu den Messdaten passenden Punkte in P-rho-T-Ebene:

Skripte

$Hierzu wird die Differenz der Messdaten mit den interpolierten Werten der

%Zsutandsgleichungsdaten genommen und das Minmum gesucht.
skoénnen die zu den bekannten Dichte und Druckwerten passenden

Stemperaturwerte in der Dichte-Druck-Temperatur-Ebene gefunden werden.

Tpos=zeros (1,1);
Ppos=zeros (1,1);
rhopos=zeros (1,1);

Pdiff=zeros (length (Pfit2(:,1)),length(Pfit2(1,:)));
rhodiff=zeros (length (Pfit2(:,1)),length(Pfit2(1,:)));

for k=1l:1length (Pneu)

Pdiff=abs (Pfit2-Pneu(k));
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rhodiff=abs (rho _hres2-rho(k));

Pdiffn=Pdiff/max (max (Pdiff)) ;
rhodiffn=rhodiff/max (max (rhodiff));
rP=Pdiffn+rhodiffn;

[C,K]=min (rP) ;
[C2,K2]=min (C) ;
[C3,K3]=min(rP(:,K2));

Tpos (k,1)=T hres3(K3,K2);
rhopos (k,1)=rho_hres2 (K3,K2);
Ppos (k,1)=Pfit2 (K3,K2);

end

%Speichere die wichtigen Variablen

save ('mats\Pneu rho 203.mat', 'Pneu', 'rho')

save ('mats\Druck Ausw_203.mat', 'rhopos’', 'Ppos', 'Tpos"')
save ('mats\Zeit 203.mat','t")

sPlotte die Ergebnisse:
h=figure;

Skripte

surf (rho hres2(1:134:6701,1:140:1401),T hres3(1:134:6701,1:140:1401),Pfit2(1

:134:6701,1:140:1401), "FaceAlpha',0.6)

hold on

plot3 (rhopos, Tpos, Ppos, 'k', 'LineWidth',1.5)

hold on

plot3 (rhopos(1l,1),Tpos(1l,1),Ppos(l,1), " 'ro', 'LineWidth',1.5)
title('rho-Temp-P-Plot 203', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in kg/m”3', 'FontSize',18)

ylabel ('Temp in K', 'FontSize',18)

zlabel ('P in bar', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

axis vis3d

print (h, '-dpng', 'plots\rho-Temp-P-Plot 203','-r300");

fileID tref=fopen('txts\203 Refprop Zeit.txt');
trefO=textscan(fileID tref,'%s');
tref=str2double (trefl0{1,1});

fileID Tref=fopen('txts\203 Refprop Temp.txt');
TrefO=textscan(fileID Tref, '3s');
Tref=str2double (Tref0{1,1});

h2=figure;
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plot (t,Ppos*10, 'b")

hold on

plot (t, Pneu*10, 'r")

hold on

plot (t, rhopos*100, 'c")

hold on

plot (t,rho*100, 'm")

hold on

plot (t,Tpos, 'g")

hold on

plot(t,Tref, 'yv")

title('P-rho-Temp-t-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('Zeit in ms', 'FontSize',18)

ylabel ('P in bar*10/ rho in dg/m”3/ Temp in K/10', 'FontSize',18)
set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h2, '-dpng', 'plots\P-rho-Temp-t-Plot 203','-r300");

N = numel (t);

$# Some initial computations:

axesPosition = [0.1500 0.1100 0.7750 0.8150]; %# Axes position, in pixels
yWidth = 0.03; $# y axes spacing, in pixels

xLimit = [min(t) max(t)]; %# Range of x values

x0ffset = -yWidth*diff (xLimit)/axesPosition(3);

%# Create the figure and axes:

h3=figure;%$ ('units', 'normalized', 'outerposition', [0 0O 1 17]);

H1 = axes('Position',axesPosition, ...
'Color','w', 'XColor', 'k','YColor','s', ...
'XLim',xLimit, 'YLim', [min (Ppos) max (Ppos)], "'NextPlot', 'add'");

H2 = axes('Position',axesPosition+yWidth.*[-1.8 0 1.8 0], ...
'Color', 'none', 'XColor', 'k', 'YColor', 'b', ...
'XLim',xLimit+[1.8*x0ffset 0], 'YLim', [min (rhopos) max (rhopos)], ...
'XTick', [], 'XTickLabel', [], '"NextPlot', 'add"');

H3 = axes('Position',axesPosition+yWidth.*[-3.3 0 3.3 0],...
'Color', 'none', 'XColor','k','YColor', k', ...
'XLim', xLimit+[3.3*x0ffset 0], 'YLim', [min(Tref) max (Tref)], ...
'XTick', [], 'XTickLabel', [], '"NextPlot', 'add') ;

xlabel (H1, "Z2eit in s', 'FontSize',18);
ylabel (H1, 'Druck in bar', '"FontSize',18);
ylabel (H2, 'Dichte in kg/m”3', 'FontSize',18);
ylabel (H3, 'Temperatur in K', 'FontSize',18);
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pl=plot (Hl,t,Ppos, 'r', 'LinewWidth',2);
p2=plot (H2,t, rhopos, 'b', 'LineWidth', 2);
p3=plot (H3,t, Tpos, 'k', 'LineWidth', 2);
pé4=plot (H3,t,Tref, 'g', 'LineWidth',2);

Skripte

legend([pl(1),p2(1),p3(1),p4(1)], 'Druck', 'Dichte', 'Temperatur', 'Temperatur {

NIST} ")

set (H1, 'FontSize',18)
set (H2, 'FontSize',18)
set (H3, 'FontSize',18)
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Ermittlung der Linien konstanter Entropie aus den Zustandsgleichungsdaten

clear all
clc

%$Die Schallgeschwindigkeit kann aus der Ableitung des Druckes nach der
$Dichte bei konstanter Entropie berechnet werden. Da die bisher berechneten
$thermodynamischen Grolen nicht in der Hinsicht berechnet wurden, als dass
%$Linien konstanter Entropie im Zustandsraum auftreten, werden diese nun
$bestimmt.

%$Lade Ergebnisse der Zsutandsgleichungsberechnung:
load('mats\Dichte FreieE Temp rda.mat', 'rho2', 'Fgesl', 'Temp2')
load('mats\Dichte_Druck_Temp_rda.mat','rhoZ','P','TempZ')
load('mats\S_Refprop.mat','Sref')
load('mats\rho Temp Ref.mat', 'rhoref', 'Tempref')

%$Berechne die Entropie aus der Ableitung der Freien Energie:

Fgesl=transpose (Fgesl) ;
Temp2=transpose (Temp?2) ;

dF=diff (Fgesl);
dT=diff (Temp2) ;

S=-dF./dT;

Fgesl=transpose (Fgesl) ;
Temp2=transpose (Temp?2) ;
S=transpose (S) ;

% U=(Fgesl(:,l:length(Temp2 (1, :))-1)+Temp2(:,1l:1length(Temp2(1l,:))-1).*3S);

S=S(l:length(P(:,1)),:);
rho2=rho2 (1: length(P( 1)),
Temp2=Temp2 (1: length(P( , 1)
P=P(:,1l:length(S(1,:)));

l:length(S(1,:)));
),1:length(S(1,:)));
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$Erstelle neuen Vektor fir die Entropie, sodass aus diesem eine Matrix mit
Zeilen konstanter Entropie

%erstellt werden kann:

Smax=max (max (S)) ;

Smin=min (min (S)) ;

dS=- (Smax-Smin) /7000;%-0.009019;

S2=Smax:dS:Smin;
S2=transpose (S2);

NS=length (S2) ;
rhofit=zeros (NS, 1);

$Flire eine Splineinterpolation der Dichte aus und Bestimme dabei die zu dem
neuen
$Entropie-Vektor (S2) entsprechnden Werte.
for i=l:1length(S(1,:))
rhofit (:,1i)=interpl(S(:,i),rho2(:,1),82," "'linear");
end

Pfit=zeros (NS, 1);

% rho2=exp (rho2) ;
% rho hres=exp(rho hres);
for i=l:length(S(1,:))
Pfit(:,1i)=interpl (S(:,1i),P(:,1i),S2, " 'linear');
end

$Erhohe die Spaltenaufldsung, d.h verringere die IntervalgroBen entlang der
Temperaturachse:

NT=length (Temp2 (1, :));
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T hres=zeros(length(S2),NT);

for i=1:NT
T hres(:,1)=Temp2(1,1);
end

T hres2=min (min (Temp2)) :1l:max (max (Temp2)) ;
T hres2=transpose (T _hres2);

%$Passe die Dichte den neuen Temperaturwerten an:
rhofit2=zeros (length(rhofit(:,1)),length(T_hres2));

for i=l:length(rhofit(:,1))

rhofit2 (i, :)=interpl (T hres(i,:),rhofit(i,:),T _hres2, 'linear');

Skripte

$Wandle den Entropievektor S2 in eine Matrix mit Zeilen konstanter Entropie

sum:
S3=zeros (length(S2),length (T _hres2(1l,:)));

for i=l:length(T hres2(:,1))
S3(:,1)=82(:,1);

end

$Tue dasselbe flur die Temperatur:
T hres3=zeros (length(S2),length(T _hres2(1,:)));

for i=l:length(T hres2(:,1))
T hres3(:,1i)=T hres2(i,1);

$Passe den Druck analog zur Dichte an die neuen Temperaturwerte an:

Pfit2=zeros (length(rhofit(:,1)),length(T_hres2));

for i=l:length(rhofit(:,1))
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Pfit2(i, :)=interpl (T hres(i,:),Pfit(i,:),T hres2, 'linear');

$Speichere die wichtigen Variablen:
save ('mats\rho P konst Entropie.mat', 'rhofit2','T hres3', 'Pfit2','S3")

$Plotte die Ergebnisse:

1Pl=length (Pfit2(:,1));
lel—round((lPl 20)/50) ;
1S2=length (S3(1,:));
dls2= round((lS2 20)/20)
h=figure;

surf (rhofit2 (1:d1P1:1P1,1:d1S2:182),Pfit2(1:d1P1:1P1,1:d1S2:152),S3(1:d1Pl:1
P1,1:d1S2:182))

title('rho-P-S-Plot', '"FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m"3', '"FontSize',18)

ylabel ('P in Pa', 'FontSize',18)

zlabel ('S in J/K', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

camorbit (90, 0)

axis vis3d

print (h, '-dpng', 'plots\rho-P-S-Plot','-r300");

Sref=Sref+S(1,1)-Sref (1,1);

h2=figure;

surf (rhofit2(1:140:7001,1:50:1301),T hres3(1:140:7001,1:50:1301),S53(1:140:70
01,1:50:1301), "FaceAlpha',0.6)

title('rho-Temp-S-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m”3','FontSize',18)

ylabel ('Temp in K', 'FontSize',18)

zlabel ('S in J/K', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

axis vis3d

print (h2, '-dpng', 'plots\rho-Temp-S-Plot nospline', '-r300'");

h3=figure;

Fraunhofer EMI
Bericht A 01/15 1 04



Skripte

pl=plot (rho2(:,[1,51,101]),S(:,[1,51,101]),"'-r.");
hold on

p2=plot (rhoref(1:46,[1,4,6]),Sref(1:46,[1,4,61),"'-9g.");
legend([pl(1l) p2(1)], 'Entropie', 'Entropie {NIST}")
title('rho-Temp-S-Plot', "FontSize',18)

xlabel ('rho in T./m”3', '"FontSize',18)

ylabel ('S in J/K', '"FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h3, '-dpng', 'plots\rho-Temp-S-Plot nospline 2D','-r300'");
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Berechnung der Schallgeschwindigkeit

clear all
clc

m=2.01588*1.66054*10"(-27) ;
NA=6.022*10"23;
kB=1.38*10"(-23) ;

%$Lade die Ergebnisse der zustandsgleichungsberechnug sowie der vorher
$Ausgefilhrten Rechnung zum Erhalt von Werten fiir eine Entropie-Druck-Dichte-
Ebene mit Zeilen konstanter Entropie.

% (Beachte: Schallgeschwindigkeit soll berechnet werden, daher sind Daten
mit Konstanter Entropie erforderlich):

%load('Dichte Druck Temp Spline.mat', 'rho hres2','P','T hres3')
%load('Dichte InnereE Temp Spline.mat',6'U'")
load('mats\rho Temp Ref.mat', 'rhoref', 'Tempref')

load('mats\P Refprop.mat', 'Pref')

load('mats\rho P konst Entropie.mat','rhofit2',6 'T hres3',6 'Pfit2','S3")
load('mats\cs Refprop.mat', 'cref')

% load('mats\Dichte Druck Temp Spline.mat', 'rho hres2',6 'P','T hres3')
load('mats\Dichte Druck Temp rda.mat', 'rho2',6 'P','Temp2')
load('mats\Dichte FreieE Temp rda.mat',6 'rho2', 'Fgesl', 'Temp2')

rhoref=rhoref.*m;
Pref=Pref*1076;

rho2=rho2 (1:90, :) . *m;
rhofit2=rhofit2.*m;
rhomol=rho2/(6.022*10"23) ;

oe

rhofit2=rhofit2(1:180:9000,1:140:1401) ;
P=P(1:180:9000,1:140:1401) ;

o\

o

drho=zeros (1,1);
dP=zeros (1,1);
Kappa_ s=zeros(1l,1);

o\

rhofit2=transpose (rhofit2);
Pfit2=transpose (Pfit2);
T hres3=transpose (T _hres3);

%$Berechne Schallgeschwindigkeit aus der Ableitung des Druckes nach der
%Dichte:
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drho=diff (rhofit2);
dp=diff (Pfit2);

c0=dP. /drho; %Kappa s (i,3)=1/(P(i,J)*Vol(i,Jj))*drho(i,])/dP(i,7);

c=sqrt (c0);
c=real (c);
c=transpose (c
Ncl=length (c(
Nc2=length (c(

) ;
:, 1))
1,:))

’
’

rhofit2=transpose (rhofit2);
Pfit2=transpose (Pfit2);
T hres3=transpose (T hres3);

%Speichere wichtige Variablen
save ('mats\Dichte Schallgeschw Spline 2.mat','c', 'rhofit2', 'Pfit2','T hres3'
)

$Plotte Ergebnisse:

h=figure;

surf (rhofit2(1:140:7001,1:139:1390),P£fit2(1:140:7001,1:139:1390),c(1:140:700
1,1:139:1390))

hold on

surf (rhoref (1:46,1:5),Pref(1:46,1:5),cref)
title('rho-P-c-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in kg/m"3','FontSize',18)

ylabel ('P in Pa', 'FontSize',18)

zlabel ('c in m/s', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

axis vis3d

print (h, '-dpng', 'plots\rho-P-c-Plot','-r300");

h2=figure;

pl=plot (rhofit2(:, [1,301,7011),c(:,[1,301,7011),"'-r");
hold on

p2=plot (rhoref(1:46,[1,3,5]),cref(1:46,[1,3,51),"'-g.");
legend([pl(1),p2(1)],"'c {Schall} Zstgl','c {Schall} NIST'")
title('rho-Temp-c-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in kg./m”3','FontSize',18)

ylabel ('c in m/s', '"FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h2, '-dpng', 'plots\rho-Temp-c-Plot 2D','-r300"');
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h3=figure;

plot (rhofit2(1:5000,[1,301,701]),c(1:5000,[1,301,701]),"'--ro")
title ('rho-Temp-c-Plot', 'FontSize', 18)

xlabel ('rho in T./m”3', '"FontSize',18)

ylabel ('c in m/s', '"FontSize',18)

legend('rho', 'F")

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

$Flihre einen Polynom-Fit der Schallgeschwindigkeit durch

X=1isnan(c) ;
[C,K]=find (x==0) ;

c2=zeros(1l,1);
r2=zeros(1,1);
P2=zeros (1,1);

for i=1: length(C( 1))
c2(C(i),K(1))=c(C(1),K(1));
2(C(1),K(1)) rhofltZ(C(l), (1))
2(C(1) ,K(1))=Pfit2(C(1i),K(1));

end
f=zeros(1l,1);

for i=1l:length(c(
C2=find(c(:,1
f(i)=max(C2);
end

1,:))
)>0) ;

fmin=min (f) ;
T5=T hres3(l:fmin,l:length(c2(1,:)));

cS=zeros (fmin-1237,1);
r5=zeros (fmin-1237,1);
P5=zeros (fmin-1237,1);
c3=zeros(1l,1);
r3=zeros(1,1);
P3=zeros(1,1);

for i=l:length(c(1,:))
C3=find(c(:,1)>0);

k=0;
for j=min (C3) :max (C3)
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k=k+1;
c3(k,1)=c(C3(k),1);
r3(k,1l)=rhofit2 (C 3(k) i)
P3(k,1)=Pfit2 (C3(k),1);
end
cd=c3(1l:fmin) ;
rd=r3(1:fmin) ;
P4=P3 (1:fmin) ;
c5(:,1)=c4(1238:1length(cd (:,1)));
r5(:,1)=r4(1238:1length(cd (:,1)));
P5(:,1)=P4(1238:1length(cd(:,1)));

end

T5=T5(1238:1length(c4(:,1)),:);

cb=zeros (length(c5(:,1)),1);
for i=l:length(c5(1,:))

[p,~,mu]l=polyfit (P5(:,1),c5(:,1),3);

c6(:,1i)=polyval (p,P5(:,1i),[],mu);

end

c7=zeros (length(c6(:,1)),1);
for i=l:length(c6(1,:))

[p,~,mu]l=polyfit(r5(:,1),c6(:,1),3);

c7(:,i)=polyval(p,r5(:,1),[],mu);

end

c/=transpose(c7) ;
T5=transpose(T5) ;
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c8=zeros (length(c7(:,1)),1);
for i=l:length(c7(1,:))

[p,~,mu]l=polyfit (T5(:,1),c7(:,1),3);

c8(:,1i)=polyval (p,T5(:,1), [],mu);
end

c7=transpose(c7);
T5=transpose (T5) ;
c8=transpose (c8);

$Plotte die Ergebnisse

hd=figure;
pl=plot(r5(:,[1,301,701]1),c8(:,[1,301,701]),"'-x");

hold on

p2=plot (rhofit2(:,[1,301,701]),c(:,[1,301,701]),"'-b");
legend ([pl(1),p2(1)],"'c {Schall} polyfit','c {Schall} original')
title('rho-Temp-c-Plot', '"FontSize',18)

xlabel ('rho in kg./m”3','FontSize',18)

ylabel ('c in m/s', '"FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

grid on

print (h4, '-dpng', 'plots\rho-Temp-c-Plot-2 2D','-r300");

save ('mats\Dichte Schallgeschw Spline Pol.mat',6 'c8','r5','P5','T5")

h5=figure;
surf(r5(1:77:3845,1:139:1390),P5(1:77:3845,1:139:1390),¢c8(1:77:3845,1:139:13
90))

hold on

surf (rhoref (1:46,1:5),Pref(1:46,1:5),cref)
title('rho-P-c-Plot', 'FontSize',18)

xlabel ('rho in kg/m”3', 'FontSize',18)
ylabel ('P in Pa', 'FontSize',18)

zlabel('c in m/s', 'FontSize',18)

set (gca, 'FontSize',18)

axis vis3d
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